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Aula 1 


AUTOVETORES E AUTOVALORES“ 
DE MATRIZES 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender os conceitos de autovalor e autovetor; 
reconhecer um escalar como autovalor de uma matriz; 
reconhecer um vetor como autovetor de uma matriz. 
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Lembre que M,(R) 
denota o conjunto 
das matrizes 
quadradas de 
ordem n com 


elementos reais. 
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AUTOVETORES E AUTOVALORES 
DE MATRIZES 


Bem-vindo ao seu próximo curso de Álgebra Linear. Ele se desen- 
volverá em torno de conceitos fundamentais como autovalor e autove- 
tor de uma matriz. Esses conceitos são de fundamental importância na 
Matemática pura e aplicada e aparecem em situações muito mais gerais 
que as consideradas aqui. Os conceitos de autovalor e autovetor também 
são usados no estudo das equações diferenciais e sistemas dinâmicos: 
eles fornecem informações críticas em projetos de Engenharia e surgem 
de forma natural em áreas como a Física e a Química. 


Neste módulo vamos continuar os estudos iniciados no curso de 
Algebra Linear I, sobre as matrizes quadradas A = (a;;) e Ma(R) e as 
transformações lineares definidas pela matriz A. 


O objetivo principal desta aula é apresentar os conceitos fundamen- 
tais de autovalor e autovetor de uma matriz A. 


Definição 1.1. 


Dada uma matriz A € M,(R), o número real À é chamado autovalor 
de A se existe um vetor não-nulo v € R” tal que 


Av = Av. (db 


Todo vetor não-nulo v que satisfaça (1.1) é chamado um autovetor 
associado (ou correspondente) ao autovalor À. Os autovalores também 
são chamados valores próprios ou valores característicos, e os autove- 
tores são chamados vetores próprios ou vetores característicos. Verifica- 
se que para todo vetor w = av, à E R*, temos Aw = Aw, isto é, qual- 
quer múltiplo escalar não-nulo de v também é um autovetor de A asso- 
ciado ao autovalor À. De fato, 


Aw=A(av) = «A(v) = a(Av) = A(av) = Aw. 


Vale também observar que na equação (1.1) estaremos sempre con- 
siderando o vetor v na forma de uma matriz coluna n x 1. 


E fácil determinar se um vetor é autovetor de uma matriz e também 
é fácil decidir se um escalar é autovalor de uma matriz. Vejamos como 
isso é feito nos seguintes exemplos. 


Exemplo 1.1. 


Se I é a matriz identidade n x n, então o único autovalor é À = 1. 
Qualquer vetor não-nulo v de R” é um autovetor de A associado ao 
autovalor À = 1, pois 


Iv=v=1Iv. 


Exemplo 1.2. 


Vamos verificar se os vetores u e v são autovetores de A, onde 
PR A aÃ ma 
RS e) ADE 


Solução: 


Para identificarmos se u é autovetor de A devemos verificar se existe um 
escalar À E R tal que Au = Au. Temos que 


e (TIDAS (a 


Assim, u = (1,1) é autovetor de A com autovalor correspondente À = —2. 


No caso do vetor v, temos 
-3 1 Ji —1 Il; 
a=(C5a)(o)-(u)e (o) 
Assim, não existe escalar À E R tal que Av = Av e, consequentemente, 


v= (1,2) não é um autovetor da matriz 4. 


Na Figura 1.1, podemos ver os vetores u = (1,1), v= (1,2) e a 
ação geométrica da transformação w +» Aw em cada um deles, onde 


w= (x,y). 
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*“«U 


Au * 


Figura 1.1: Ação geométrica da transformação w > Aw. 


Exemplo 1.3. 


Verifique se o escalar 5 é um autovalor para a matriz 


> ; , 
A= ( De e determine os autovetores associados a esse autovalor. 


Solução: 


Usando diretamente a definição de autovetor e autovalor de uma matriz, 
temos que o escalar 5 é autovalor de A se e somente se a equação 


Av=5v (1.2) 
possui uma solução não-nula v = (x,y) € R?. Mas a equação (1.2) é equiva- 
lente à equação 


Av-5Iv=(A-5Dv=0. (1.3) 


Assim, precisamos achar uma solução não-nula para esse sistema linear 
homogêneo. Primeiramente, calculemos a matriz 


5 0 5 0 5-5 0 oO 0 
A-sr= (5 (5 el 2 Es, Ea: 
Portanto, o sistema linear homogêneo (1.3) pode ser escrito como 


CD) as 


Para resolver esse sistema linear, use as técnicas de escalonamento de ma- 
trizes desenvolvidas no curso de Algebra Linear I. Escreva a matriz ampliada 
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do sistema linear (1.4) 
0 0 0 
l 3 Sá 0 ) ; (1.5) 


Aplicando as operações elementares em linhas, vemos que a matriz esca- 
lonada correspondente à matriz (1.5) é 


1 —2 0 
RR (1.6) 


e o sistema linear homogêneo correspondente a essa matriz é 


x—2y=0. (1.7) 


Como todo vetor da forma (2t,t) € RZ, com t E R, é uma solução para 
o sistema (1.7), temos que esse sistema possui infinitas soluções e, assim, é 
possível e indeterminado. Portanto, todo vetor da forma v = (2t,t) € R?, com 
t E R*, é um autovetor associado ao autovalor À = 5. De fato, verifica-se que 


5º O 2t 10t 2t 
a O 
para todo t E R*. 


No exemplo anterior, podemos observar que a equivalência entre 
as equações (1.2) e (1.3) vale, claramente, para qualquer escalar À no 
lugar de À = 5 e para qualquer matriz A. Assim, À € R é um autovalor 
da matriz A € M,(R) se e somente se o sistema linear homogêneo 


(A-AI)v=0 (1.8) 


possui uma solução não-nula v € R?. O conjunto de todas as soluções 
do sistema (1.8) é o núcleo (ou espaço-nulo) da matriz A— AT. Portanto, 
pelo visto no curso de Álgebra Linear I, este conjunto solução é um 
subespaço vetorial de IR” chamado autoespaço da matriz A associado 
ao autovalor À, denotado por E(A). 


2 1 
associado ao autovalor À = 5 é a reta formada por todos os múltiplos 
escalares do autovetor v = (2,1). Geometricamente, esse autoespaço é 
a reta que passa por (2, 1) e pela origem. No Exemplo 1.2, vemos que o 
autoespaço associado ao autovalor À = —2 é a reta que passa por (1,1) 
e pela origem, como mostra a Figura 1.2. 


No caso da matriz A = ( E ) do Exemplo 1.3, o autoespaço 
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Autoespaço para A=-2 


a» 
= 
10 ; 
Autoespaço para 1=5 
Figura 1.2: Autoespaços para À =5e À = —2. 
Exemplo 1.4. 
4 —2 —3 
Sejaamatriz A= | —1 5 3 |. Verifique que À =3 é um 
2 —4 —3 


autovalor de A e determine uma base para o autoespaço associado. 


Solução: 


Para verificar que À = 3 é um autovalor de A, devemos encontrar uma 
solução não-nula v = (x,y,z) € IRé do sistema linear homogêneo 


(A-3v=0. (1.9) 


Para ver isso, consideremos primeiramente a matriz 


4 —2 —3 100 1 -2 -3 
A-3 = -1 5 3 ]|-3])0101]=| 1 2/3 
2 —4 —3 001 2 —4 —6 
Assim, o sistema (1.9) pode ser escrito como 
x—2y—-32=0 
—x+2y+3z=0 (1.10) 
2x—4y —-62=0 
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Novamente, resolvemos este sistema linear usando os métodos e as técnicas 
estudados na Aula 7 do curso de Algebra Linear I. A matriz ampliada do sis- 
tema linear (1.10) é 


cujo sistema linear homogêneo é dado por 


x—2y-—-32=0. (1.11) 


Sabemos que as soluções dos sistemas (1.10) e (1.11) são as mesmas. Ve- 
mos que o sistema (1.11) possui duas variáveis livres, logo, possui infinitas 
soluções e, portanto, À = 3 é um autovalor da matriz A. Expressando x em 
termos das variáveis y e z obtemos que 


x=2y+3z. 


Escrevendo y =k E Rez=t€R, temos que todo vetor não nulo na forma 
(2k+3t,k,t) com k,t E R 
é um autovetor associado ao autovalor À = 3. Assim, o conjunto 
S=((2k+3t,k,);k, te Rh = [k(2,1,0)+t(3,0,1);k, te RIC Rº 


é o autoespaço associado ao autovalor À = 3. Vemos que esse subespaço é 
gerado pelos vetores 
u=(2,1,0)ev=(3,0,1) 


e, sendo linearmente independentes, formam uma base para o subespaço S. 
Geometricamente, o subespaço S representa o plano do Rº que passa pela 
origem e é gerado pelos dois autovetores u = (2,1,0) ev = (3,0,1). 
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Multiplicação 
por A 


Auto-espaçg para =: 
é Es 


Auto-espaço para à=. 


Figura 1.3: A age como uma expansão no autoespaço S. 


Observe, neste exemplo, que a imagem de qualquer elemento não-nulo 
w€EsS pela ação da matriz A é novamente um elemento do autoespaço S, isto 
é, um autovetor de A associado ao autovalor À = 3. De fato, sendo (u,v) base 
do autoespaço S, temos que existem escalares a, b E R tais que 


w= qu+4-by 


Como u e v são autovalores de S, associados ao autovalor À — 3, temos 


Aw 


A(au + bv) = A(au) + A(bv) 
= aA(u) +bA(v) = 3au + 3bv 
3(au+bv) =3w ES. 


Como Aw E S para todo w E S, diz-se que o autoespaço S é um autoespaço 
invariante pela ação da matriz A. 
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. Verifique se v = ( ; ) eu= ( À ) são autovetores da matriz 


0 ; 
A= 01): Determine os autovalores correspondentes. Este 


exercício mostra que, apesar de o vetor nulo não poder ser autove- 
tor, é possível ter autovalor igual a zero. 


. Verifique se v = ( : 


4 ) é autovetor da matriz 


-3 1 : À 
A= ( ) . Caso seja, determine o autovalor corresponden- 


—3 8 
te. 
4 
- Verifique sev= | —3 | é autovetor da matriz 
1 
SR | 
A=| —4 —5 1 |. Caso seja, determine o autovalor corres- 
2 44 
pondente. 
; 4 —2 
. Dada a matriz A = 3 9) cm autovalor À = 10, deter- 
mine uma base para o autoespaço associado a esse autovalor. 
4-1 6 
-. SejaamatrizA= | 2 1 6 |. Verifique se À = 2 é um au- 
2 18 


tovalor de A e determine uma base para o autoespaço associado a 
esse autovalor. 


. Mostre que se À é um autovalor correspondente ao autovetor v, 
então ele é único, isto é, não existe escalar x ER, o À, tal que 
Av= ov. 


AULA [E] MÓDULO 1 
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> 


Aula D, 


AUTOVETORES E AUTOVALORESDE 
MATRIZES — CASOS ESPECIAIS 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


reconhecer casos especiais de autovalores; 
caracterizar a existência de autovalor zero; 


familiarizar-se com demonstrações envolvendo auto- 
valores e autovetores. 
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AUTOVETORES E AUTOVALORES DE 
MATRIZES — CASOS ESPECIAIS 


Na Aula 1, vimos os conceitos de autovalor, autovetor e autoespaço. 
Nesta aula, vamos continuar a explorar essa conceituação em exemplos 
e casos particulares muito importantes. 


No primeiro exemplo, a matriz A é triangular superior e veremos 
que os autovalores são facilmente calculados. 


Exemplo 2.1. 


Calcule os autovalores da matriz 


a 
A=| 021 
003 


Novamente, pela definição, temos que o escalar À E R é um auto- 
valor da matriz A se e somente se o sistema linear homogêneo 


(A-AI)v=0 (2.1) 


possui uma solução não-nula v = (x,y,z) € Rº. O sistema linear (2.1) 
pode ser rescrito como 


(1-A)x+6y+22=0 
(2-A)y+z=0 (2.2) 
(3-A)z=0. 


Sabemos que o sistema (2.2) possui uma solução não-nula 
(x,y,2) E R? se e somente se existe uma variável livre. É fácil ver que 
isso acontece se e somente se pelo menos um dos coeficientes contendo 
À é igual a zero (um dos elementos da diagonal principal da matriz as- 
sociada é zero). E isso, por sua vez, acontece se e somente se À for 
igual a 1, 2 ou 3, que são exatamente os valores da diagonal principal 
da matriz A. 


Na verdade, este procedimento também é válido no caso em que a 
matriz A € M,(R) é matriz triangular inferior. Assim, temos o seguinte 
teorema: 
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Teorema 2.1. 


Os autovalores de uma matriz triangular (superior ou inferior) são 
os elementos de sua diagonal principal. 


No próximo teorema, veremos em que condições uma matriz possui 
algum autovalor igual a zero. 


Teorema 2.2. 


Uma matriz A de ordem n tem autovalor igual a zero se e somente 
se À é uma matriz não-inversível. 


Demonstração 


Usando as definições de autovalor e autovetor, sabemos que O é um 
autovalor da matriz A se e somente se existe um vetor não-nulo v tal que 


Av = Ov. (2:53) 


O sistema linear (2.3) é claramente equivalente ao sistema homogêneo 
nxn 


Av=0. (2.4) 

Do curso de Álgebra Linear I, o sistema (2.4) possui solução não- Lembre que det(A) 
nula se e somente se det(A) = 0. E det(A) = 0 se e somente se a matriz denota o 
A é não-inversível. determinante da 

matriz A. 


Exemplo 2.2. 


Calcule os autovalores da matriz 


> 
| 
Som 
fe di 0 
WB w 


Solução: 


Pelo Teorema 2.1, os autovalores de A são os elementos da diagonal prin- 
cipal, ou seja, os autovalores são 0, 1 e 5. Observe também que, sendo O um 
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autovalor de A, pelo Teorema 2.2 a matriz A é não-inversível. 


Teorema 2.3. 


Se À é um autovalor de uma matriz A, então A* é autovalor da matriz 


A para todo k E N*. 


Demonstração 


Pela definição, se À é autovalor da matriz 4, então existe vetor não- 


nulo v tal que 
Av = Av. 


Multiplicando a equação (2.5) por 4, temos 
A(Av) = A(Av), 


o que nos dá 
Atv=AAv=A(Av) = Av, 


ou seja, 
Alv= A. 


(2.5) 


(2.6) 


Obtemos, assim, que A? é um autovalor da matriz A2 com autovetor 


correspondente v. Analogamente, de (2.6), obtemos que 


Adv = ASy, 


e isso significa que À? é autovalor da matriz A? com autovetor corres- 


pondente v. Continuando esse procedimento, obtemos que 


Aky = A*y para todo k e N*. 


Assim, À* é autovalor da matriz A* com o mesmo autovetor associ- 


ado v. 


Exemplo 2.3. 


Calcule os autovalores de uma matriz A que satisfaz A? = 0, isto é, 


A? é a matriz nula. 
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Solução: 


Se À é um autovalor da matriz 4, então, pelo Teorema 2.3, À? é um auto- 
valor da matriz A? e, portanto, existe vetor não-nulo v tal que A2y = À 2v. Mas 
A? = Q é a matriz nula, então 

A?v=0, 


e, como v é um vetor não-nulo, então é necessário que A2=0e, portanto, 
À = 0. Assim, obtivemos o resultado que afirma que, se uma matriz A é tal que 
A? = 0, então seu único autovalor é À = 0. 


Uma das propriedades mais importantes dos autovalores é apresen- 
tada no próximo teorema e sua demonstração ilustra um cálculo que é 
típico de autovalores e autovetores. 


Teorema 2.4. 


Sejam v4,V>,...,Vk autovetores de uma matriz 4, associados aos 
autovalores distintos A, À»,...,Ax, respectivamente. Então, o conjunto 
(Vi, V2,..., Vk+ é linearmente independente. 


Demonstração 


(Dx 


Sendo v4 vetor não-nulo, é claro que o conjunto unitário (vi) 
linearmente independente. Vamos estabelecer que (vi,v>+ também 
linearmente independente. Sejam cy e c> constantes tais que 


(Dx 


civid-covo = 0. (257) 


Vamos mostrar que cy = c» = 0 e, consequentemente, que (vi,v>) 
é um conjunto de vetores linearmente independentes. 


Multiplicando a equação (2.7) por À», obtemos 


ciÃovi 4 c2Apv> = 0. (2.8) 


Multiplicando também a equação (2.7) por 4, e usando que 
Avi = Avi e Av> = Àpv>, obtemos, para o lado esquerdo da equação, 
que 

A(civi cova) = A(cyvi) +A(covo) 
= ciA(vi) +coA(vo) 
= cyMvi+tcpvo, 


enquanto para o lado direito, temos AO = 0. Assim, o resultado de se 


Este teorema será 
empregado em 
outras aulas mais à 


frente. 
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multiplicar a equação (2.7) por A é 


cihvi +coApvo = 0. 


Subtraindo a equação (2.9) da equação (2.8), vemos que as segundas 


parcelas se cancelam, sobrando 


ci(Ão == M)vi ='(). 


Como v é vetor não-nulo, então é necessário que cy(A> — 1) = 0. 
E como À * À», segue que cy = 0. Substituindo esse valor de volta 
na equação (2.7), obtemos c>v> = O e, como v> também é vetor não- 
nulo, então é necessário que c, = 0. Assim, concluímos que fvi,v>) é 


linearmente independente. 


Vamos agora dar o passo seguinte, isto é, estabelecer que (vi, v2,V3) 
é conjunto linearmente independente. Sejam cj , c> e c3 constantes tais 


que 
ciVi +Hcovo +cava = 0. 


Se mostrarmos que c;, = c) = c3 = 0, concluímos que (vi, V>, Va) é 


conjunto de vetores linearmente independentes. 


Multiplicando a equação (2.10) por Às, obtemos 


c1Aav1 + coAgvo + c3Agva = 0. 


Multiplicando a equação (2.10) também por 4, e usando que 
Avi = Avi, Avo = Apv> e Avs = Àsv3, obtemos, para o lado esquerdo 


da equação, que 


A(civi +covo+cav3) = A(cyvi)+A(covo) +A(c3v3) 
== ciA(vi) + coA(vo) + c3A(va) 
= cMvi+tc>A»v> + C3Aav3 ; 


enquanto para o lado direito temos AO = O. Assim, o resultado de se 


multiplicar a equação (2.10) por A é 


ciMvi + c2A2v2 + C3Agv3 = 0. 


Subtraindo a equação (2.12) da equação (2.11), vemos que as ter- 


ceiras parcelas se cancelam, sobrando 
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Õ 
ci(As— A)vi + co(Ag — Ao)vo = 0. E 
Õ 
3 


Como v; e v> são linearmente independentes, então é necessário 
que ci(Aa-M)=0€c»(A3-A2)=0. E como Às £ À e Às £ do, 
segue que c; = c) = 0. Substituindo esses valores de volta na equação 
(2.10), obtemos cav3 = O e, como vs também é vetor não-nulo, então 
é necessário que cy = 0. Assim, concluímos que (vi,V>,Vv3+ é linear- 
mente independente. 


Assim, sabendo que (vi,...,Vn) é linearmente independente, va- 
mos mostrar, da mesma forma como foi feito nos casos anteriores, que 
(vi,...,Vn,Vn41) também é linearmente independente. Sejam 
C1,...,Cn,Cn+1 Constantes tais que 


civi +... HCV +CaIiVn41 =). (2.13) 


Multiplicando a equação (2.13) por An.,1, obtemos 


C1Ânt1Vi + ... + CnÂn+1Vn + Chi 1Ân4AVn41 E 0. (2.14) 


Multiplicando a equação (2.13) também por 4, e usando que 
Avi = MV1,...,AVn41 = An41Vn41, Obtemos, para o lado esquerdo da 
equação, que 


A(civi +... +CGYn +HCnaVna1) = A(cvi)+...+ 


+A(ChnVn) +A(Chn41Vn41) 
= cA(vi)+...+ 

+CnÃ(Vn) + Cn+1A(Vn41) 
= qMvi+...+ 


+CnAnVn + Chi Ân4 1 Val; 


enquanto para o lado direito temos AO = 0. Assim, o resultado de se 
multiplicar a equação (2.13) por A é 


ciMvi +... +CAnVn + Cha Ana Vnad = 0. (2.15) 


Subtraindo a equação (2.15) da equação (2.14), vemos que as últimas 
parcelas se cancelam, sobrando 


ci(An+1 — M)vi = +Cn(An41 — An)Vn =), 
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Como v4,...,Vn são linearmente independentes, então é necessário 
que cAnii—M) = 0,...,Cn(An1 — Àm) = 0. E como 
Andi É MM, o.s Anti É An, Segue que cy =... = cn= 0. Substituindo 


esses valores de volta na equação (2.13), obtemos cn, 1Vn+1 = O e, como 
Vn+1 também é vetor não-nulo, então é necessário que c,,1 = O. Assim, 
concluímos que (vi,...,Vn, Vn+1) é linearmente independente. 


j E 1] : 
1. Dada a matriz A = ( 24 ) determine seus autovalores e uma 


base para o autoespaço associado a cada autovalor. 


1 00 
2. DadaamatrizÃA= | —3 1 O |, determine seus autovalores 
4 —7 1 


e uma base para o autoespaço associado a cada autovalor. 


==. ad o 


3. Dada a matriz A = 0 4 |, calcule os autovalores das 
0 1 


2 

0 
matrizes A? e 42. 

4. Mostre que A e A! têm os mesmos autovalores. 


5. Dada a matriz 4, n x n, mostre que se À? é um autovalor não- 
negativo de 42, então À ou —À é um autovalor para A. 


Aula 3 


POLINÔMIO CARACTERÍSTICO 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender o conceito de polinômio característico de 
uma matriz; 

compreender a relação entre as raízes do polinômio 
característico e os autovalores de uma matriz; 
desenvolver habilidades para calcular autoespaços as- 
sociados a autovalores de uma matriz. 


Álgebra Linear II | Polinômio Característico 


Pré-requisito 
Sistema linear 
homogêneo 


(Álgebra Linear 1). 
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POLINÔMIO CARACTERÍSTICO 


Nesta aula, apresentaremos uma fórmula sistemática de calcular os 
autovalores de uma matriz quadrada de ordem n. A cada matriz 
A € Mh(R) associaremos um polinômio que tem a propriedade de suas 
raízes serem exatamente os autovalores de A. Antes de apresentarmos 
formalmente esse polinômio, vejamos, através de um exemplo, como 
ele surge naturalmente. 


Exemplo 3.1. 


: Er à 
Determinar os autovalores de A = “9 4 ) e seus respectivos 
autovetores associados. 

Solução: 


Queremos encontrar os números reais À e todos os vetores não-nulos 
v = (x1,x2) € Rº satisfazendo a equação 


Av=Ay, (3.1) 


Cop) (2.2) 


A equação (3.2) representa o sistema linear 


Xi +X2 = Ax 
— 2x1 + 4x9 = Axo, 


ou seja, 


ou ainda, 


Dei (A = Ary = 00 (8) 


À (A — 1)xy — x2 =0 

As equações anteriores (3.3) formam um sistema linear homogêneo de 

duas equações e duas incógnitas. Como já foi visto no curso de Álgebra Li- 

near 1, o sistema linear homogêneo (3.3) possui solução não-nula (x1,x2) se 

e somente se o determinante de sua matriz associada for nulo, ou seja, se e 
somente se 


A-1 —1 
2 A—4 


| =0. (3.4) 


Isto significa que 


ou ainda, 
A*-5A +6=0, (3.5) 


ou também, 
(A-Z(A—-3)=0. 
Portanto, quando esta última equação é satisfeita À assume os valores 2 ou 


3. Assim, À — 2 e À — 3 são os autovalores da matriz A. 


Para encontrarmos os autovetores v = (x1,x2) € IR? associados ao auto- 
valor M = 2, formamos o sistema 


Av=2y, 


Read 


o que nos dá o sistema linear 


x1 +X2 = 2x1 
— 2x1 + 4x2 = 2x9 


ou ainda, 
Xj— Xp — 0 
À 2X Pd 2x2 =), 28) 


Observe que poderíamos ter obtido este último sistema linear homogêneo 
substituindo simplesmente À = 2 na equação (3.3). Escalonando o sistema, 
obtemos que as soluções do sistema homogêneo (3.6) são 


x1=x2 exo =t, sendo t qualquer valor real. 


Portanto, todos os autovetores associados ao autovalor À, — 2 são dados 
por v = (t,t), sendo t um número real não nulo qualquer. Assim, todos esses 
autovetores são múltiplos do vetor (1, 1). Em particular, v; = (1,1) é um 
autovetor associado a A = 2. 


Analogamente, para encontrarmos os autovetores associados com o auto- 
valor À» = 3 obtemos, de (3.3), o sistema linear homogêneo 


(3— 1x — x» ==) 
2x1 +(3— 4)x> =0 


ou, equivalentemente, 


(3.7) 
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Todas as soluções deste sistema linear homogêneo são dadas por 


1 
pr 3*2 e x2 = t qualquer valor real. 


Portanto, os autovetores de A associados ao autovetor À> = 3 são dados por 
(5.t) sendo t um número real não nulo qualquer. Assim, todos esses autove- 
tores são múltiplos do vetor (1, 2). Em particular, v> = (1,2) é um autovetor 
associado ao autovalor À, — 3. 


Observe que o determinante (3.4), do exemplo anterior, transformou 
a equação matricial (AI — A)v = 0, que contém duas incógnitas, À e v, 
na equação polinomial 42 — 5A 46 = 0, que tem uma variável só. Nos 
exemplos apresentados na aula anterior, calculamos os autovalores de 
uma matriz por inspeção, enquanto no exemplo acima procedemos de 
uma forma mais sistemática. Usaremos o processo apresentado neste 
exemplo como o método padrão para determinar os autovalores de uma 
matriz A € M,(R). 


Definição 3.1. 


Seja A = (ai;) E M,(R). O determinante 


X— du aos é je] Esto) —Un 
p(x) = det(xlh — A) = E Ro (3.8) 
—Qn1 —Qn2 Eca RR Song 5 ET 
é chamado de polinômio característico da matriz A. 
ahi gar ; 11 
No Exemplo 3.1, o polinômio característico damatrizA= | 2 4 
é 
x—1 —1 2 
p(x) = det(xb — A) = Ds sta | =x —5x+6. 


Como p(x) = (x— 2)(x — 3), vemos que 2 e 3 são as raízes do 
polinômio característico e, também, os autovalores da matriz A. 
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Exemplo 3.2. o 

> 

S 

Determine o polinômio característico e os autovalores da matriz 2 
E RR 

O 500 

= L 

o 2 430 5 

-2 2 03 


Solução: 


Temos que o polinômio característico de A é dado por 


p(x) = det(xl, — A) = 


Como a matriz xl, — A é triangular superior, sabemos que seu determinante é 
igual a 


p(x) = (*—5)x—5)(x—3)(x—3) = (x 3x 52 


Portanto, as raízes do polinômio característico de A são 3, 3, 5 e 5, que são 
exatamente os autovalores da matriz A. Dizemos, nesse caso, que o autovalor 
5 tem multiplicidade algébrica 2, pois o fator (x — 5) aparece duas vezes como 
fator do polinômio p(x). Analogamente para o autovalor À = 3. 


Definição 3.2. 


Seja A uma matriz de ordem n com autovalor À. 


1. A multiplicidade algébrica do autovalor À é a sua 
multiplicidade como raiz do polinômio característico 
p(x) = det(xl, — A). 


2. O autoespaço associado ao autovalor À, denotado por E (A), é 
o subespaço gerado por todos os autovetores associados a À. 


3. A multiplicidade geométrica do autovalor À é a dimensão do 
autoespaço E (À). 


No Exemplo 3.1, vimos que o polinômio característico de uma ma- 
triz 2 x 2 é um polinômio de grau 2 e, no Exemplo 3.2, o polinômio ca- 
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racterístico de uma matriz 4 x 4 é um polinômio de grau 4. Em geral, é 
verdade que para uma matriz de ordem n o polinômio característico tem 
grau n. Vemos isso facilmente quando desenvolvemos o determinante 
(3.8); observe que o termo do polinômio característico de A contendo 
x” provém do produto dos elementos da diagonal principal, ou seja, de 


(x— ay )(x— 22)... (x— am). 


Observe que o coeficiente do termo de mais alto grau, aquele con- 
tendo x”, é igual a 1 e, por isso, dizemos que o polinômio é mônico. 


Pela forma como foi definido o polinômio característico, podemos 
concluir o resultado a seguir. 


Teorema 3.1. 


Um escalar À é autovalor de uma matriz A de ordem n se e somente 
se À é uma raiz do polinômio característico de A, isto é, se e somente se 
À satisfaz a equação det(A ln — A) = 0. 


Sendo assim, para encontrarmos os autovalores de uma matriz A de- 
vemos encontrar as raízes do seu polinômio característico. E, como no 
Exemplo 3.1, os autovetores correspondentes são obtidos substituindo 
o valor de À na equação Av = Av e resolvendo o sistema linear ho- 
mogêneo 

(Ah — A)v = 0. 


Exemplo 3.3. 


Determine bases para os autoespaços da matriz A do Exemplo 3.2, 
e obtenha a multiplicidade geométrica de cada autovalor. 


Solução: 


Vimos que o polinômio característico da matriz 


> 000 

0 500 

o 2 430 
—2 —2 03 


é dado por 
p(x) = (x—5)*(x—3)? 


Portanto, os autovalores de A são M 5, bh =5, À -=-3 e 
Aq = 3. Neste caso, os dois autovalores distintos têm multiplicidade algébrica 
2. Vamos determinar os autovetores associados a cada um deles. 


Para obter os autovetores associados ao autovalor À = 5, resolvemos o 
sistema linear homogêneo 
(54 —A)v=0. 


Considerando v = (x,y,Z,t), O sistema anterior pode ser reescrito como 


0 000 x 0 
O 000 yl lo 
=D ego 2 O 2 O 
RR t 0 


Escalonando a matriz ampliada do sistema, obtemos o sistema linear equi- 
valente 


RO di nã x 0 
E DR DR Ea RR 
00 0 0 = 0 
Dr 0E= pr 2d t 0 


e a solução geral deste sistema é dada pelos vetores da forma 


v=(-z—2t,z+t,zt) comz,te R. 


Observe que, neste caso, o autoespaço associado ao autovalor À = 5 tem 
duas variáveis livres, z e t, e, portanto, tem dimensão 2. Considerando z = —1 
et=0e, depois, z=0et = —1, vemos que os vetores v; = (1,-1,-1,0) e 
v> = (2,-1,0,-1) pertencem ao autoespaço associado a À = 5 e, como são 
linearmente independentes, formam uma base para esse autoespaço. Assim, 
a multiplicidade geométrica do autovalor À = 5 também é igual a 2, ou seja, 
igual à multiplicidade algébrica. 


Agora, para determinarmos os autovetores v = (x,y,Z,t) associados ao au- 
tovalor À = 3, devemos resolver o sistema homogêneo 


(34 —A)v=0. 


Novamente, este sistema homogêneo é equivalente ao sistema 
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= rd x 0 
0-2 00 yl lo 
-2 -4 00 0 Ra 
2 Doo t 0 


e, escalonando a matriz ampliada desse sistema, obtemos o sistema linear 
equivalente 


So om 

[a E a O e >) 

SG oO. SS 

SO. GO 

+ nN« x 
| 

feto JRR cmo RP! cmo RA com | 


Vemos, facilmente, que a solução geral deste sistema é dada pelos vetores 
da forma 
v=(0,0,z,t) comz,te R. 


Outra vez, o autoespaço associado ao autovalor À = 3 tem dimensão 2. Os 
autovetores 
v3 = (0,0,1,0) e vs = (0,0,0,1) 


são linearmente independentes e, portanto, formam uma base do autoespaço 
associado ao autovalor À = 3. Logo, a multiplicidade geométrica de À = 3 
também é igual a 2, coincidindo mais uma vez com a multiplicidade geométrica. 


. Determine os autovalores e bases para os autoespaços correspon- 


j 3 0 
dentes da matriz ( 8 41 K 


. Determine os autovalores e bases para os autoespaços correspon- 


j 32 
dentes da matriz ( dE E 


01 
. ConsidereamatrzÃA= | -2 1 0 
—2 0 1 


a. Determine os autovalores e bases para os autoespaços cor- 
respondentes da matriz A. 


b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada 


autovalor. 
2 —1 -1 
. Considere a matriz A = 1 0 -1 
—1 1 2 


a. Determine os autovalores e bases para os autoespaços cor- 
respondentes da matriz A. 


b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada 
autovalor. 


. Determine os valores de a, b, c, d, e e f, de modo que 
vi = (1,1,1),v>2= (1,0,-1) e v3= (1,-—1,0) sejam autovetores 


da matriz A= , e dê os autovalores associados a v4, 


do Doé 
de f 
Vo CVs. 


AULA [&| MÓDULO 1 
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Aula 4 


CALCULO DE AUTOVALORES E 
AUTOVETORES 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


obter autovalores a partir do polinômio característico; 


observar que nem sempre a multiplicidade algébrica de 
um autovalor coincide com sua multiplicidade geomé- 
trica e que, geralmente, a multiplicidade geométrica é 
menor ou igual à multiplicidade algébrica; 


observar que existem matrizes que não possuem auto- 
valores nem autovetores. 


Álgebra Linear II | Cálculo de Autovalores e Autovetores 


CÁLCULO DE AUTOVALORES E 
Pré-requisito AU TOVETORES 


Aula 3; Teorema 


2.4 da Aula 2. No Exemplo 3.3, da Aula 3, vimos o caso de autovalores com multi- 
plicidade algébrica igual à multiplicidade geométrica, isto é, o número 
de vezes que o autovalor comparece como raiz do polinômio carac- 
terístico é igual à dimensão do autoespaço correspondente. Conse- 
quentemente como a multiplicidade algébrica e a multiplicidade geo- 
métrica eram iguais a 2, pudemos obter, em cada um dos dois casos, 
dois autovetores linearmente independentes, formando uma base do au- 
toespaço correspondente. Infelizmente, isso nem sempre é possível, 
como mostra o próximo exemplo. 


Exemplo 4.1. 


Determine os autovalores e os autovetores da matriz 


de Fa cl sd 
Or dr=bo 
dE O 0 A =5 
O. O .D dO 


Verifique a relação entre a multiplicidade algébrica e a multiplici- 
dade geométrica para cada autovalor. 


Solução: 


Como a matriz é triangular, vimos que seus autovalores são exatamente os 
elementos da diagonal principal ou, analogamente, observe que o polinômio 
característico de A é 


o) 2 =]. 2 
p(x) = det(xl, — A) = 


ou seja, 


Portanto, os autovalores da matriz A são 0, 3, 5 e 5. Os autovalores 0 e 3 
têm multiplicidade algébrica 1 enquanto o autovalor 5 aparece com multipli- 
cidade algébrica 2. Vamos, agora, calcular os autovetores associados em cada 
caso. 


Para o autovalor À = 0, temos que os autovetores associados v = (x, y, Z, t) 
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satisfazem o sistema linear 


(Ol —A)v=0. 


+ 
Õ 
a 
= 
A 
Õ 
> 
Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo Es 


10 0 1/5 x 0 
0:00 Sd yl lo 
Drsgoçio sd go ag 
000 0 t 0 


Assim, os autovetores associados ao autovalor À = O são da forma 


—t 
v= (+ Ext, J , comt Ee R*. 

Logo, o autoespaço associado a À = O tem dimensão 1, sendo gerado pelo 
autovetor vi = (+, 1,1, E; Ou seja, a multiplicidade geométrica também é 
igual a 1. 


Analogamente, os autovetores associados ao autovalor À = 3 satisfazem o 
sistema homogêneo 
(34 —A)v=0, 


que é equivalente ao sistema linear homogêneo 


Ooh oO o 

+ nN« x 
| 

OSSO 


cujas soluções são da forma 
v=(x,x,0,0), comxeR. 
Portanto, o autoespaço associado ao autovalor À = 3 tem dimensão 1 e 


é gerado pelo autovetor v> = (1, 1, 0, 0). Aqui, também, a multiplicidade 
geométrica é igual a 1, coincidindo com o valor da multiplicidade algébrica. 


Finalmente, resolvendo o sistema linear homogêneo 
(54 —A)v=0, 


obtemos os autovetores associados ao autovalor À = 5. E fácil ver que este 
sistema é equivalente a 
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Dal 10; 0 x 0 
0010 y |. 10 
0001 > 08 O 
00 00 t 0 

de onde obtemos soluções da forma 


v=(x,0,0,0), comxeR. 


Assim, o autoespaço associado ao autovalor À = 5 tem dimensão 1, sendo 
gerado pelo autovetor vs = (1, 0, 0, 0). Portanto, embora o autovalor À = 5 
tenha multiplicidade algébrica 2, sua multiplicidade geométrica é 1. A mul- 
tiplicidade geométrica de um autovalor é sempre menor ou igual à sua 
multiplicidade algébrica. 


Observe que os autovetores v4,V> e V3, associados aos autovalores 0, 3 e 5, 
respectivamente, são linearmente independentes, como afirma o Teorema 2.4 
da Aula 2. 


Vimos que para obtermos os autovalores de uma matriz A € M,(R) 
precisamos encontrar as raízes do seu polinômio característico. O pro- 
blema de encontrar raízes de um polinômio de grau n não é um proble- 
ma fácil. Existem muitos métodos para se obter aproximações numé- 
ricas das raízes reais de um polinômio, alguns deles mais eficientes do 
que outros. 


Enunciaremos dois resultados gerais a respeito de raízes reais de 
polinômios. 


Teorema 4.1. 


Dado o polinômio p(x) =x" +an 1x1 +ap 2x""2+...+ayx+ao, 
podemos afirmar que: 


1. A soma das raízes de p(x) é iguala —a, 4 e o seu produto é igual 
a(—1)ao. 


2. Seao,a1,...,Gn 1 E Z, então toda raiz racional do polinômio p(x) 
é inteira. Mais ainda, se r é uma raiz inteira de p(x) então r é 
divisor de ao. 


Assim, para encontrarmos as possíveis raízes racionais de um poli- 
nômio mônico p(x) com coeficientes inteiros, é suficiente procurar entre 
os divisores inteiros do termo constante ao. É claro que p(x) pode muito 
bem ter apenas raízes irracionais ou complexas. No entanto, como este 
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é um primeiro curso sobre autovalores, todos os polinômios caracterís- 
ticos considerados terão apenas coeficientes inteiros e suas raízes reais, 
quando existirem, serão inteiras. Portanto, cada uma dessas raízes será 
um divisor do termo constante de p(x). 


Exemplo 4.2. 


Determine os autovalores de uma matriz 4, de ordem 3, cujo poli- 
nômio característico é p(x) = x) — 6x2 + 11x— 6. 


Solução: 


Sabemos que os autovalores de A são as raízes de p(x). Mas, pelo que 
vimos, os candidatos a raízes inteiras, ou mesmo racionais, de p(x) são os 
divisores do termo constante, que é -6, ou seja, são +1, +2, +3 e +6. Agora, é 
preciso testá-las para saber quais de fato são raízes. Como p(—1) = —24 0, 
então -1 não é raiz de p(x). Como p(1) = 0, temos que 1 é raiz de p(x) e, 
portanto, o polinômio (x — 1) divide p(x). Efetuando a divisão de p(x) por 
(x— 1), obtemos 


p(x) = (x— 1)(xº — 5x+6). 

As outras duas raízes de p(x) são as raízes do polinômio quadrático x? — 
5x+6, a saber, 2 e 3. Observe que são mais dois divisores de -6. Assim, 1,2 e 
3 são as raízes de p(x) = xº — 6x2 + 11x — 6e, portanto, são os autovalores da 
matriz A. 


Exemplo 4.3. 


Determine os autovalores e uma base de autovetores para cada autoespaço 


correspondente da matriz 


aii. sd 
= (ub o go=l 
od. 


Verifique, também, para cada autovalor, se a multiplicidade algébrica 


é igual à geométrica. 


Solução: 


Primeiramente, obtemos o polinômio característico da matriz A: 
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p(x)=det(xB-A)=| 0 x-3 1 |=x-8x+20x-16. 


Os candidatos à raiz inteira, ou mesmo racional, desse polinômio são 
os divisores de -16: +1, +2, +4, +8 e +16. Agora, para saber se algum 
desses valores é raiz do polinômio característico, é preciso testá-los. Como 
p(—1) = —45, então -1 não é raiz de p(x). Como p(1) = —3, então 1 também 
não é raiz. Agora, p(2) = 0, logo 2 é raiz do polinômio característico. Di- 
vidindo p(x) por (x — 2), obtemos 


po) = (x-2)(xº —6x+8) 


] 
£ 
x 
| 
No 
—— 
No = 

x 
| 
No 
—— 
£ 
x 
| 
E. 
—— 


Portanto, os autovalores da matriz A são 2, 2 e 4. O autovalor 4 tem mul- 
tiplicidade algébrica 1, enquanto o autovalor 2 tem multiplicidade algébrica 2. 
Vamos, agora, calcular os autovetores associados em cada caso. 


Para o autovalor À = 4, temos que os autovetores associados v = (x, y, Z) 
satisfazem o sistema linear 


(4 -A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


GR UR x 0 
fe da Si yl=lo 
0 0 z 0 


Assim, os autovetores associados ao autovalor À — 4 são da forma 
v=(z,—z, z), comz e R*. 
Logo, o autoespaço associado a À = 4 tem dimensão 1, sendo gerado pelo 


autovetor v; = (1, —1, 1). Ou seja, a multiplicidade geométrica também é 
igual a 1. 


Analogamente, para o autovalor À = 2, temos que os autovetores associa- 
dos v = (x, y, Z) satisfazem o sistema linear 


(2h -A)v=0. 
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Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


Assim, os autovetores associados ao autovalor À = 2 são da forma 


v=(—z, z, 7), com z Ee R*. 


Logo, o autoespaço associado a À = 2 tem dimensão 1, sendo gerado pelo 
autovetor v> = (1, —1, —1). Portanto, a multiplicidade geométrica desse au- 
tovalor é igual a 1, ou seja, menor que sua multiplicidade algébrica. 


No entanto, observe que os autovetores v; e v> são linearmente indepen- 
dentes. 


Exemplo 4.4. 


Determine os autovalores e uma base de autovetores para cada autoespaço 
correspondente da matriz 


q 
fe) = =8" A 
E 


Verifique, também, se as multiplicidades algébricas e geométricas 
coincidem. 


Solução: 


Primeiramente, obtemos o polinômio característico da matriz A: 


p(x) = det(xl; — A) = > RES A | = pac riero 


Os candidatos à raiz inteira, ou mesmo racional, desse polinômio são os 
divisores de 2: +1 e +2. Como os coeficientes de p(x) são todos positivos, 
podemos descartar os candidatos positivos 1 e 2. Agora, é fácil verificar que 
p(-1) =0, ou seja, -1 é raiz de p(x). Dividindo p(x) por (x + 1), obtemos 
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po) = (X+D(2+3x+2) 
= (x+D(x+1)(x+2) 
= (x+12(x+2). 


Portanto, os autovalores da matriz A são -1, -1 e -2. O autovalor -2 tem 
multiplicidade algébrica 1 enquanto o autovalor -1 tem multiplicidade algébrica 
2. Vamos, agora, calcular os autovetores associados em cada caso. 


Para o autovalor À = —2, temos que os autovetores associados v = (x, y, Z) 
satisfazem o sistema linear 


(-2h-A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


10 —-1 x 0 
01 1 yI=|0 
0 0 0 Z 0 
Assim, os autovetores associados ao autovalor À = —2 são da forma 


v=(z,-—z, z) comz e R*. 


Logo, o autoespaço associado a À = —2 tem dimensão 1, sendo gerado 
pelo autovetor v; = (1, —1, 1). Ou seja, a multiplicidade geométrica também 
é igual a 1. 

Analogamente, para o autovalor À = —1, temos que os autovetores asso- 


ciados v = (x, y, Z) satisfazem o sistema linear 


(-1h-A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


22 -1 x 0 
0 0 0 yI=|0 
0 0 0 Z 0 
Assim, os autovetores associados ao autovalor À = —1 são da forma 


v= (x,y, 2x+2y) comxe R*ouy e R*. 


Logo, o autoespaço associado a À = —1 tem dimensão 2, sendo gerado 
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pelos autovetores v> = (1, 0, 2) e v3 = (0, 1, 2). Portanto, a multiplicidade 
geométrica desse autovalor é igual a 2, ou seja, igual à sua multiplicidade 
algébrica. 


Observe que os autovetores v4, V> e v3 são, mais uma vez, linearmente 


> 
independentes. Es 


Também é interessante observar que uma matriz não precisa ter nenhum 
autovalor (real) e, consequentemente, nenhum autovetor. Veja o próximo exem- 
plo. 


Exemplo 4.5. 


Verifique que a matriz A = ( e 


A ) não possui autovalores. 


Solução: 
O polinômio característico dessa matriz é 


é dA É 


plo) = derfata A) =| a [+ 


Como o polinômio p(x) = x? + 1 não possui raízes reais (suas raízes são i 
e -i), então, pelo Teorema 3.1 da Aula 3, segue que a matriz A não possui auto- 
valores. Não havendo autovalores, então não há também autovetores. Porém, 
se considerarmos o conjunto dos escalares como sendo os números complexos, 
então esta matriz teria dois autovalores complexos, a saber, i e -i. No entanto, 
não trataremos de autovalores complexos neste curso introdutório. 
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1. Considere a matriz A = ( : à ) 


a. Determine os autovalores e bases para os autoespaços cor- 
respondentes da matriz A. 


b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada 
autovalor. 


2. Considere a matriz A = ( E : : 


a. Determine os autovalores e bases para os autoespaços cor- 
respondentes da matriz A. 


b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada 


autovalor. 
5 -—6 —6 
3. Considere a matriz A = —1 4 2 
3 —-6 —4 


a. Determine os autovalores e bases para os autoespaços cor- 
respondentes da matriz A. 


b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada 


autovalor. 
1 00 
4. Considere a matriz A = —3 1:50 
4-7 1 


a. Determine os autovalores e bases para os autoespaços cor- 
respondentes da matriz A. 


b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada 
autovalor. 


5. Seja A uma matriz de ordem n. Prove que A e sua transposta A! 
têm o mesmo polinômio característico. 
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Aula 4 


DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender a conceituação de matrizes semelhantes; 
compreender a conceituação de matriz diagonalizável; 


observar a relação entre matriz diagonalizável, auto- 
valores e autovetores. 


Álgebra Linear II | Diagonalização de Matrizes 


Pré-requisitos 
Matriz mudança de 
base (de Álgebra 
linear 1); Teorema 
2.4, da Aula 2; 
Teorema 4.1, da 
Aula 4. 
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DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES 


Existe uma relação entre matrizes que é muito importante no estudo 
de operadores lineares e que, também, se torna importante no estudo de 
autovalores. Trata-se da relação de semelhança de matrizes. 


Definição 5.1. 


Sejam 4, Be M,(R). As matrizes A e B são semelhantes se existe 
uma terceira matriz inversível Pc M,(IR) tal que B= P-1AP ou 
A=priBP. 


Exemplo 5.1. 


Considere as matrizes A = ( a jp= ( Se ) eB=P-lAP. 


—2 4 it 
Determine o polinômio característico, os autovalores e os autovetores 
das matrizes A e B. 


Solução: 


Inicialmente, observe que A e B são matrizes semelhantes. Para a matriz 
A, temos 


pa(x) = det(xb-A)= 


= x-5x+6=(x-2)(x-3). 


Portanto, a matriz A possui dois autovalores distintos: 2 e 3. 


Para o autovalor À = 2, temos que os autovetores associados v = (x, y) 
satisfazem o sistema linear 


(2b-A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


Co 0 )6)-(0) 


Assim, os autovetores associados ao autovalor À = 2 são da forma 


v= (x, x) comxeR*. 


Logo, o autoespaço associado a À = 2 tem dimensão 1, sendo gerado pelo 
autovetor vi = (1,1). 


Para o autovalor À = 3, temos que os autovetores associados v = (x, y) 
satisfazem o sistema linear 


(3b-A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


2 —1 x). /0 
0 0 e Ten 
Assim, os autovetores associados ao autovalor À = 3 são da forma 


v= (x, 2x) com x e R*. 


Logo, o autoespaço associado a À = 3 tem dimensão 1, sendo gerado pelo 
autovetor v> = (1, 2). 


Quanto à matriz B, temos 
1 —1 d: al 21 
ps Sto NS 
o 3 —3 21 
e) 
= 3 0 
“lda 


Sendo B uma matriz triangular inferior, seus autovalores são os elementos 
da diagonal principal, a saber, 2 e 3. Seu polinômio característico é dado por 


pB(x) = det(xb —-B)= e Re 
= (3x2) 
= x -5x+6. 


Para o autovalor À = 2, temos que os autovetores associados v = (x, y) 
satisfazem o sistema linear 


(2b-B)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


(ED(-(8) 


CEDERJ 47 


Álgebra Linear II | Diagonalização de Matrizes 


Assim, os autovetores associados ao autovalor À = 2 são da forma 
v=(0,y) comy e R*. 
Logo, o autoespaço associado a À = 2 tem dimensão 1, sendo gerado pelo 
autovetor vi = (0, 1). 


Para o autovalor À = 3, temos que os autovetores associados v = (x, y) 
satisfazem o sistema linear 


(3b-B)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 
E pd a O 
0 0 VERA DJ 


Assim, os autovetores associados ao autovalor À — 3 são da forma 
v=(x, —3x) com x e R*. 
Logo, o autoespaço associado a À = 3 tem dimensão 1, sendo gerado pelo 
autovetor v> = (1, —3). 


Observe que as duas matrizes, A e B, têm os mesmos autovalores e o 
mesmo polinômio característico. Isto é uma propriedade geral de matrizes 
semelhantes. No entanto, os autoespaços não precisam coincidir, como este 
exemplo mostra. 


Teorema 5.1. 


Sejam A e B matrizes semelhantes. Então A e B têm o mesmo 
polinômio característico e, consequentemente, os mesmos autovalores. 


Demonstração 


Sendo A e B matrizes semelhantes, existe uma matriz inversível P 
tal que B= P-IAP. Assim, 


pB(x) = det(xl — B) 
— det(xp IP — P-IAP) 
— det(P-!(xI— AJP) 


— det(P-!) det(xI — A) det(P) 
= det(x—-A) 
= pa(x) 
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Sendo os polinômios característicos iguais e como os autovalores 
são as raízes desse polinômio, segue que A e B têm os mesmos autova- 
lores. 


Vejamos, agora, o conceito de diagonalização de matrizes. 


Definição 5.2. 


Uma matriz A € M,(R) é dita diagonalizável se for semelhante a 
uma matriz diagonal. Nesse caso, também dizemos que a matriz A 
pode ser diagonalizada. 


Exemplo 5.2. 


Mostre que a matriz A = ( E: ; ) do Exemplo 5.1 é diagonali- 
zável. 
Solução: 

Vimos que a matriz A = E: ; tem como autovetores v, = (1,1), 


associado ao autovalor À = 2, e v> = (1,2), associado ao autovalor À = 3. 
Como os vetores v; e v> são linearmente independentes, veja o Teorema 2.4 
da Aula 2, eles formam uma base de autovetores do R?. Considere a base 
canônica, e, = (1,0) e e; = (0,1), e observe que 


vi=(1,1)=1-e;4+1-e, 
w=(1,2)=1-e,+2-€, 


1a 
lia) 


cujas colunas são formadas pelas componentes de v; e v>, é a matriz mudança 
de base, da base de autovetores (vi,v>+ para a base canônica [ey,e>). 


ou seja, a matriz 


Agora, temos que a matriz 


o = rm (3 (DI!) 
Er 
Epa 


É hora de rever a 
matriz mudança de 
base, do curso de 
Álgebra Linear 1. 
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é uma matriz diagonal semelhante à matriz 4, isto é, a matriz A é diago- 
nalizável. Veja que a matriz diagonal D obtida tem os autovalores da matriz A 


em sua diagonal principal. 
Observe que também podemos expressar a matriz A em função da matriz 
diagonal D. Multiplicando a equação D = P“!AP por P-1 do lado direito, 


obtemos 


DpA=p-A(pp-D = plAj=PAA, 
e multiplicando DP”! = P-1A por P à esquerda, obtemos 
(PP-DA = PDP 


IA = PDP 
A = PDP. 


Uma das vantagens de termos uma matriz A semelhante a uma matriz di- 
agonal D é que as potências de A se tornam mais fáceis de serem calculadas. 
De fato, da equação A = PDP”! obtida anteriormente, temos 


AZ = (PDP! 
— (PDP D(PDP !) 
— PD(P!P)DP| 
= PDP. 

AS = A?A 


= (PDºP-!(PDP-!) 
— PD*(P !P)DP |! 
= PDP. 


De um modo geral, temos A* — PD*P-! para qualquer inteiro positivo k. 
E sendo a matriz diagonal D dada por 


mM 0 0 
O X 0 
D=- 
0 0 da 
temos que 
di 50 0 
k 
o RR: 0 
Dis as 


O teorema a seguir fornece condições suficientes para que uma ma- 
triz A seja diagonalizável. 


Teorema 5.2. 


Se uma matriz A € M,(R) tem n autovalores distintos, então ela é 
diagonalizável. 


No Teorema 5.2, a matriz diagonal D, semelhante a 4, é formada 
pelos autovalores de A em sua diagonal principal, 


o De as 
O Ames 00 
O O me Am 


sendo cada autovalor À, associado ao k-ésimo vetor v, da base de au- 
tovetores fvi,...,Vny. A matriz P, em D=P-lAP ouA = PAP é a 
matriz que realiza a mudança de base, da base de autovetores (Vi,...,Vn) 
para a base canônica do RR”, e cujas colunas são formadas pelas com- 
ponentes dos autovetores, ou seja, a k-ésima coluna de P é formada 
pelas componentes do k-ésimo autovetor v, dessa base. Denotamos 
essa relação entre a matriz P e os vetores v1,...,Vn por 


Pr NA, Nor ec Mg. 


É muito importante observar que a ordem dos vetores da base de 
autovetores (vi,...,Vn+ determina a ordem das colunas da matriz Pe a 
ordem dos elementos da diagonal da matriz D. 


Exemplo 5.3. 


Mostre que a matriz 


Pa 
A= 9 4 6 
=6 VA = 


é diagonalizável. Determine uma matriz diagonal D e uma matriz P tais 
que D= P-IAP. 


Solução: 


Vamos verificar se a matriz A tem três autovalores distintos, o que garante, 
pelo Teorema 2, que A é diagonalizável. Seu polinômio característico é dado 


CEDERJ 51 


Álgebra Linear II | Diagonalização de Matrizes 


52 CEDERJ 


por 


pb)=det(xh-A)=| -9 x-4 -6 |=3-3-x43. 
8 O  x+3 


Pelo Teorema 4.1 da Aula 4, os candidatos a raízes racionais de p(x) são 
os divisores de -3: +1 e +3. Verificamos rapidamente que p(—1) = p(1) = 
p(3) = 0, isto é, 


plo) = (x+ Dx (x —3), 


ou seja, os autovalores da matriz A são -1, 1 e 3. Portanto, pelo teorema 
anterior, a matriz A é diagonalizável e semelhante à matriz diagonal 


—1 


0 0 
D= 10 
03 


Para obter uma matriz P tal que D = P“!AP, precisamos encontrar uma 
base de autovetores. Para o autovalor A = —1, temos que os autovetores as- 
sociados v = (x, y, Z) satisfazem o sistema linear 


(-1h-A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


E Re x 0 
4 01 y |j=[0 |, 
o 00 z 0 


cujas soluções são da forma 


v= (x, 3x, —4x), comxeR. 


Logo, um autovetor associado ao autovalor À = —1 év, = (1,3, —4). 


Para o autovalor Àp = 1, temos que os autovetores associados v = (x, Y, Z) 
satisfazem o sistema linear 


(1 -A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


re O x 0 
2 01 y |j=[o0 |, 
o 00 z 0 


cujas soluções são da forma 
v=(x,x, —2x), comxeR. 
Portanto, um autovetor associado ao autovalor À) = 1 év> = (1,1, —2). 


Finalmente, para o autovalor Às = 3, os autovetores associados v3 = (x, y, Z) 
satisfazem o sistema linear 


(36-A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


É Cio x 0 
403 y |j=[0 |, 
000 z 0 


cujas soluções são da forma 


v=(x, —x, —4x/3), com x ER. 


Logo, um autovetor associado ao autovalor À, = 3 év3 = (3, —3, —4). 


Como foi observado antes deste exemplo, a matriz P é obtida posicio- 
nando em suas colunas os autovetores v, = (1,3,-4), vw» = (1,1, —2) e 
V3 = (3, E —4): 


E ly 2 
P=|[ 3 1-3 
Edi SD pay 
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. Considere a matriz A = ( l j > 


6 —1 


a. Mostre que a matriz A é diagonalizável e determine uma 
matriz diagonal D correspondente. 


b. Determine uma matriz P tal que D = P-!AP. 


| 2 


. Considere a matriz A = ( PA ) 


a. Mostre que a matriz A é diagonalizável e determine uma 
matriz diagonal D correspondente. 


b. Determine uma matriz P tal que D = P-!AP. 


2 1 1 
. Considere a matriz A = 2 2 4 
-1 -1 2 


a. Mostre que a matriz A é diagonalizável e determine uma 
matriz diagonal D correspondente. 


b. Determine uma matriz P tal que D = P-!AP. 


. Mostre que se A e B são matrizes semelhantes, então det(A) = 


det(B). 


Aula 6 


CALCULO DE MATRIZES DIAGONALIZÁVEIS 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


apresentar um critério geral de diagonalização de ma- 
trizes; 

observar a existência de matrizes diagonalizáveis com 
autovalores repetidos; 

observar a existência de matrizes não diagonalizáveis 
com autovalores reais. 
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CÁLCULO DE MATRIZES 
DIAGONALIZÁVEIS 


Nos exemplos da Aula 5, tratamos de matrizes diagonalizáveis 
AE M,(R) que apresentavam n autovalores distintos. Nesta aula, vamos 
considerar matrizes A € M,(R) com autovalores repetidos. No caso de 
a matriz A apresentar n autovetores linearmente independentes, então a 
matriz continuará sendo diagonalizável. Caso contrário, a matriz A não 
será diagonalizável. É o que afirma o próximo teorema. 


Teorema 6.1. 


Uma matriz A € M,(R) é diagonalizável se e somente se a matriz A 
tem n autovetores linearmente independentes. 


Neste teorema, a matriz diagonal D, semelhante a 4, é formada pelos 
autovalores de A em sua diagonal principal, 


dj bo 0 

E E 
D= ; 

O. O sas Am 


sendo cada autovalor À, associado ao k-ésimo vetor v, da base de au- 
tovetores fvi,...,Vn!. A matriz P,em D=P-!AP ou A = PDP-l,éa 
matriz que realiza a mudança de base, da base de autovetores fvi,...,Vn) 
para a base canônica do RR”, cujas colunas são formadas pelos autove- 
tores (vi,..., Vn), OU seja, a k-ésima coluna de P é formada pelas com- 
ponentes do k-ésimo autovetor v, dessa base. Denotamos essa relação 
entre a matriz P e os vetores V4,...,Vn por 


P=[viv> ... VW] 


É muito importante observar que a ordem dos vetores da base de 
autovetores (Vi,...,Vn+ determina a ordem das colunas da matriz Pe a 
ordem dos elementos da diagonal da matriz D. 


Observe, no Teorema 6.1, que a existência dos n autovetores line- 
armente independentes é equivalente à existência de uma base de au- 
tovetores para o R”. Observe, também, que o Teorema 6.1 afirma que, 
caso a matriz A não admita uma base de autovetores, ou seja, não pos- 
sua n autovetores linearmente independentes, então a matriz A não será 


diagonalizável. 


Exemplo 6.1. 


o 

pa 

E 

A 

O 

E 
Verifique que a matriz E 
0 
0 
E 


10 
A= 1. + 
11 


é diagonalizável. Determine uma matriz diagonal D e uma matriz P tais 
que D = P-lAP. 


Solução: 


Primeiramente, devemos calcular o polinômio característico de A. Esse 
polinômio característico é dado por 


0 
p(x) = det(x5-4) = |/0 x-1 0 
o = el 
DES «ste 
=> bg E 
-— x(x— 1)2, 


ou seja, o polinômio característico da matriz A é 


p(x) =x(x— 132, 


e, portanto, seus autovalores são O e 1, o primeiro com multiplicidade algébrica 
1 e o segundo com multiplicidade algébrica 2. Contando as multiplicidades, 
seus três autovalores são À = 0e A — Ag =1. 


Para concluir que a matriz A é diagonalizável, precisamos verificar se e- 
xistem três autovetores linearmente independentes, ou seja, se existe uma base 
de autovetores para Rº. 


Para o autovalor À = 0, não é difícil ver que o sistema linear 
(0 -A)v=0, (6.1) 


com v = (x, y, z) é equivalente ao sistema linear 


y=0 
x—z=0. 
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Assim, todas as soluções do sistema (6.1) são da forma 


(x, 0,2) =x(1,0, 1), comteRr: 


Portanto, v; = (1, O, 1) é um autovetor associado ao autovalor À = 0. 
Em particular, a multiplicidade geométrica desse autovalor é igual a 1, ou seja, 
igual à sua multiplicidade algébrica. 


Analogamente, para o autovalor Ap = À3 = 1, o sistema linear 
(1h -A)jv=0 (6.2) 


é equivalente ao sistema 
x—-y=0 


Assim, todas as soluções do sistema (6.2) são da forma 


(x,x, 2) =x(1, 1, 0) +z(0, 0, 1), para todo x,z ER. 


Portanto, v> = (1, 1, 0) e v3 = (0, 0, 1) são dois autovetores linearmente 
independentes associados ao autovalor À» = À3 = 1. Aqui, também, a multi- 
plicidade geométrica do autovalor 1 é igual à sua multiplicidade algébrica, ou 
seja, igual a 2. 


Pelo Teorema 2.4 da Aula 2, autovetores associados a autovalores distintos 
são linearmente independentes. Daí, concluímos que o conjunto de autovetores 
(vi,V2,V3) tem que ser linearmente independente, garantindo que a matriz A 
é, de fato, diagonalizável. Observe que (vi, v>,V3 + é uma base do Rº formada 
por autovetores da matriz A. 


A matriz diagonal D, semelhante a 4, é dada por 
0 0 0 
e) Qi 0 ds 
GR O | 


enquanto uma matriz P tal que D = P-!AP é dada por 


Observe que os elementos da diagonal principal de D são os autovalores 
da matriz A e que as colunas de P são os autovetores associados v1, V2 e va. 
Observe, também, que a ordem em que autovalores e autovetores aparecem 
está correta: a primeira coluna de P é o autovetor correspondente ao autovalor 
M = 0, enquanto as duas últimas colunas de P são os autovetores correspon- 
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dentes ao autovalor À — Às = 1. 


Vejamos, agora, um exemplo de matriz não diagonalizável. 


> 
Exemplo 6.2. E 


Verifique que a matriz 


Sono 
DR e 


não é diagonalizável. 
Solução: 


Como a matriz A é matriz triangular superior, seus autovalores são os ele- 
mentos da diagonal principal, ou seja, 0, 1 e 1. Para o autovalor À = 0, temos 
que os autovetores associados v = (x,y,Z) satisfazem o sistema linear 


(01; -A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 


010 x 0 
001 y |j=[0 |, 
000 z 0 


portanto, os autovetores associados ao autovalor À = O são da forma 
v=(x,0,0), comxe R*. 


Logo, um autovetor associado ao autovalor À = 0 é v; = (1, 0, 0). Observe 
que a multiplicidade geométrica do autovalor À, = O é igual à sua multiplici- 
dade algébrica, que é igual a 1. 


No caso do autovalor À» = 1, temos que os autovetores associados 
v= (x,y, Z) satisfazem o sistema linear 


(16-A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 
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100 x 0 
001 y |=[0 |, 
000 z 0 


portanto, os autovetores associados ao autovalor Ap = 1 são da forma 


v=(0, y, 0), comy e R*. 


Em particular, v> = (0, 1, 0) é um autovetor associado ao autovalor À, = 1. 
Observe, também, que a multiplicidade geométrica do autovalor Àp = 1 é igual 
a 1, enquanto sua multiplicidade algébrica é igual a 2. 


Como a multiplicidade geométrica do autovalor À» = 1 é igual a 1, não 
existem dois autovetores linearmente independentes associados a esse auto- 
valor. Podemos obter, no máximo, dois autovetores da matriz A que são linear- 
mente independentes: um associado ao autovalor À, = O e outro associado ao 
autovalor Ap = 1, por exemplo, os autovetores v; = (1,0, 0)ev2 = (0, 1, 0), 
respectivamente. Logo, não é possível formar uma base de autovetores para 
RR. Portanto, pelo Teorema 6.1, a matriz A não é diagonalizável. 


Vejamos mais um exemplo do caso de matriz diagonalizável. 


Exemplo 6.3. 


Verifique que a matriz 


4 10 0 
Zoo ad O 
sus = od 
do. = 50 «5 


é diagonalizável. Determine uma matriz diagonal D e uma matriz P tais 
que D= P-lAP. 


Solução: 


Primeiramente, devemos calcular o polinômio característico de A. Este 
polinômio característico é dado por 


p(x) = det(xly — A) = 


Resolvendo o determinante acima, temos 


x—4 —1 0 
px) = (x—2) 2 x-3 0 
—1 1 x—5 
= (e-2)fe-s)| MA = 
= (e-2)x-5)x—4)(x-3)-2] 
= (x-2)(x—5)(xº — 7x+410) 
= (x-2(x—5)(x—2)(x— 5) 


Assim, o polinômio característico da matriz A é 


p(x) = (x— 2)2(x — 52, 


e, portanto, seus autovalores são 2 e 5, ambos com multiplicidade algébrica 
2. Contando as multiplicidades, seus quatro autovalores são A = Ap =2.e 


Aa=A=5. 


Para concluir que a matriz A é diagonalizável, precisamos verificar se exis- 
tem quatro autovetores linearmente independentes, ou seja, se existe uma base 
de autovetores para R*. 


Para o autovalor À = À» = 2, temos que os autovetores associados 
v=(x,y,2z,t) satisfazem o sistema linear 


(QL-A)v=0, (6.3) 


que é equivalente ao sistema 
x+t=0 
y—2t=0. 
Assim, todas as soluções do sistema (6.3) são da forma 


(—t,2t,z, )=t(-1,2,0, 1) +z(0,0, 1, 0), paratodot,zER. 


Portanto, vy = (—-1,2,0, 1) ev>2=(0, 0, 1, 0) são dois autovetores line- 
armente independentes associados ao autovalor À = À» = 2. Em particular, 
a multiplicidade geométrica desse autovalor é igual a 2, ou seja, igual à sua 
multiplicidade algébrica. 


Analogamente, para o autovalor À3 = À4 = 5, os autovetores associados 
v=(x,y,2z,t) satisfazem o sistema linear 


(54 -A)v=0, (6.4) 
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que é equivalente ao sistema 
X=v=0 
z+t=0. 
Assim, todas as soluções do sistema (6.4) são da forma 


(x,x,2, —2)==x(1, 1,0, 0)+2z(0,0, 1, —1), paratodox,zE R. 


Portanto, va = (1, 1,0, 0) evs = (0, 0, 1, —1) são dois autovetores linear- 
mente independentes associados ao autovalor Às = Aq = 5. Aqui, também, a 
multiplicidade geométrica do autovalor 5 é igual a 2, novamente coincidindo 
com o valor de sua multiplicidade algébrica. 


Pelo Teorema 2.4 da Aula 2, autovetores associados a autovalores distintos 
são linearmente independentes. Daí, concluímos que o conjunto de autovetores 
[vi,V2, V3, Va! tem que ser linearmente independente, garantindo que a matriz 
A é, de fato, diagonalizável. Observe que fv1,v>,V3,V4| é uma base de Rº 
formada por autovetores da matriz A. 


A matriz diagonal D, semelhante a 4, é dada por 


a ON 
Oo hoS o 


Observe que os elementos da diagonal principal de D são os autovalores 
da matriz A e que as colunas de P são os autovetores associados V1, V2, V3 € Va. 
Observe, também, que a ordem em que autovalores e autovetores aparecem 
está correta: as primeiras duas colunas de P são os autovetores correspon- 
dentes ao autovalor À = À> = 2, enquanto as duas últimas colunas de P são os 
autovetores correspondentes ao autovalor Às = Aq = 5. 


2 —1 -1 
. Considere a matriz A = 1 0 -1 
—1 1 2 


a. Determine se a matriz A é diagonalizável e, caso seja, deter- 
mine uma matriz diagonal D semelhante a 4. 


b. Determine uma matriz P tal que D = P-lAP. 


12 0 0) 

l j 21 0 0 

. Considere a matriz A = 00 a 
0 —2 1 


a. Determine se a matriz A é diagonalizável e, caso seja, deter- 
mine uma matriz diagonal D semelhante a 4. 


b. Determine uma matriz P tal que D = P-tAP. 


4 00 

. Considere amatrizA= | 1 4 O |. Determine se a matriz A 
O pro 

é diagonalizável e, caso seja, determine uma matriz diagonal D 

semelhante a A. 


AULA E MÓDULO 1 
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Aula / 


PROCESSO DE DIAGONALIZAÇÃO 
DE MATRIZES 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


descrever o processo de diagonalização de uma matriz 
através de um procedimento formal; 

aplicar o procedimento de diagonalização de matrizes 
apresentado. 


Álgebra Linear II | Processo de Diagonalização de Matrizes 


Pré-requisitos 
Determinantes de 
matriz (Álgebra 
linear 1); Teorema 
6.1 da Aula 6; 
Teorema 4.1 da 
Aula 4; Teorema 
2.4 da Aula 2. 
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PROCESSO DE DIAGONALIZAÇÃO DE 
MATRIZES 


Durante as Aulas 5 e 6, desenvolvemos um processo de diagonaliza- 
ção de matrizes que queremos, agora, formalizar. As condições exigi- 
das devem satisfazer as condições do Teorema 6.1 da Aula 6, ou seja, 
consideremos uma matriz A € M,(IR) com n autovetores linearmente 
independentes. Então, sabemos que a matriz A é diagonalizável. 


O processo de diagonalizar uma matriz A consiste em encontrar uma 
matriz diagonalizada D, semelhante a 4, D = P-1AP, e a matriz diago- 
nalizante P. Descrevemos esse processo nos quatro passos seguintes. 


Passo 1: Determinar os autovalores da matriz A. 


Verifique se a matriz A é uma matriz triangular. Caso seja, então 
seus autovalores já são os elementos de sua diagonal principal. 


Se a matriz A não é triangular, então precisamos calcular seu poli- 
nômio característico, que é dado por 


p(x) = det(xlh — 4), 


onde 1, é a matriz identidade de ordem n. Para o cálculo do polinômio 
característico, é preciso lembrar do processo de cálculo de determinante 
de matriz visto no curso de Algebra Linear 1. 


Como já sabemos, os autovalores de A são exatamente as raízes do 
polinômio característico, ou seja, as soluções da equação 


p(x) = det(xl, — A) = 0. 


Como já foi observado anteriormente, o cálculo das raízes de um 
polinômio é muito difícil se o grau do polinômio for maior que dois. É 
preciso salientar que esse método de obter os autovalores de uma ma- 
triz, por meio das raízes do seu polinômio característico, não é muito 
prático devido à necessidade de se calcular um determinante e devido à 
dificuldade de obter as raízes de um polinômio de grau n > 2. No en- 
tanto, no decorrer deste curso, todos os polinômios característicos en- 
contrados terão coeficientes inteiros e, na maioria das vezes, suas raízes 
serão racionais ou mesmo inteiras. Em particular, poderemos aplicar o 
Teorema 4.1 da Aula 4 para ajudar a encontrar as raízes do polinômio 
característico. 


Sejam M,Ãp»,..., An OS n autovalores da matriz A, ou seja, as n raízes 
do polinômio característico. Cada autovalor À comparece nesta relação 
tantas vezes quanto for sua multiplicidade algébrica, isto é, o número 
máximo de vezes que o fator (x — À) aparece na fatoração do polinômio 
característico p(x). 


Passo 2: Determinar uma base de autovetores da matriz A. 


Para cada autovalor A, de multiplicidade ny, nk < n, devemos obter 
uma base de autovetores para seu autoespaço E (Ay) que, como já foi 
visto, coincide com o espaço-solução do sistema linear homogêneo 


(Axln — A)v = 0. 


Devemos, assim, obter ny autovetores linearmente independentes 
associados ao autovalor A. Observe que a dimensão deste subespaço 
deve ser igual a ny, isto é, a multiplicidade geométrica do autovalor Ày 
deve ser igual à sua multiplicidade algébrica. Lembre que, se não exis- 
tirem ny autovetores linearmente independentes associados ao autovalor 
Ay, então a matriz A não é diagonalizável. 


Procedendo dessa forma, obtemos uma base de autovetores 
[vi,...,Vny para o R?”, onde cada autovetor v, está associado ao au- 
tovalor À. 


Passo 3: Montar a matriz diagonalizada D. 


A matriz D é uma matriz diagonal e sua diagonal principal consiste 


exatamente dos autovalores A, Àp,..., An da matriz À, 
da Dr eus dO 
O AGO as ob 
O 0 An 


Passo 4: Montar a matriz diagonalizante P. 


A matriz P, que satisfaz D = P-1AP, é a matriz que realiza a mu- 
dança de base, da base de autovetores (vi,...,Vn+ para a base canônica 
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de R”, e cujas colunas são formadas pelas componentes dos autovetores 
(vi,...,Vn!, OU seja, a k-ésima coluna de P é formada pelas compo- 
nentes do k-ésimo autovetor v, dessa base. Denotamos essa relação 
entre a matriz P e os vetores v14,...,Vn por 


BS VE Nora Mal): 


É muito importante observar que a ordem dos vetores da base de 
autovetores (vi,...,Vn+ determina a ordem das colunas da matriz Pe a 
ordem dos elementos A, À»,...,An da diagonal principal da matriz D. 


Exemplo 7.1. 


Verifique que a matriz 


Ko S 
A= | =8/=5 3 
Sd df 


é diagonalizável. Determine uma matriz diagonalizada D e uma matriz 
P tais que D = P-lAP. 


Solução: 


Vamos detalhar cada um dos passos sugeridos anteriormente. 
Passo 1: Determinar os autovalores da matriz A. 


Como a matriz À não é matriz triangular, devemos calcular seu polinômio 
característico para obter os autovalores de 4. O polinômio característico da 
matriz A é dado por 


p(x)=det(x,-A)=| 3 x+5 3. |, 


cujo cálculo nos leva a 
p(x) =x +3x2—4. 


Observe que, pelo Teorema 4.1 da Aula 4, os candidatos a raízes racionais 
do polinômio p(x) são os divisores de -4: +1, +2 e +4. Verificamos rapi- 
damente que p(1) = 0, logo, o polinômio (x — 1) divide p(x). Efetuando a 
divisão polinomial, obtemos 


plo) = (x-1)(244x+4) 
= (x-D(x+2)2. 


Portanto, os autovalores da matriz A são 1 e —2, o primeiro com multipli- 


cidade algébrica 1 e o segundo com multiplicidade algébrica 2. Contando as 
multiplicidades algébricas, seus três autovalores são Ay = 1e Ap = Ag =—2. 


Passo 2: Determinar uma base de autovetores da matriz A. 


Para o autovalor À = 1, temos que os autovetores associados v = (x,y,Z) 
satisfazem o sistema linear 


(1 -A)v=0, 
ou seja, 0 sistema 
O —3 —3 x 0 
3 6/3 y |=|/0 
—-3 -3. 0 Z 0 


Este sistema é equivalente ao sistema escalonado 


110 x 0 
011 vo =) O | 
000 Z 0 
ou seja, ao sistema 
x+y=0 
ER 


Todas as soluções desse sistema são da forma 
(x,—x,x) =x(1,—1,1), com x € R. 


Portanto, v; = (1,—1,1) é um autovetor associado ao autovalor À = 1, logo, 
uma base do autoespaço correspondente. Em particular, a multiplicidade geo- 
métrica desse autovalor é igual a 1, ou seja, igual à sua multiplicidade algébrica. 


Analogamente, para o autovalor À» = Às = —2, os autovetores associados 
v= (x,y,2) satisfazem o sistema linear 


(-21h —-A)v=0 
ou seja, o sistema 
=) 35 3 x 0 
Dio BI «3 y |=|/0 
—3 3 —3 Z 0 
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Este sistema é equivalente ao sistema escalonado 


[os mM X 0 
000 vy |=| 0), 
000 Z 0 
ou seja, ao sistema 
x+y+z=0. 


Assim, todas as soluções desse sistema são da forma 
(x), —X =) = x(1,0, =) Reid (0, 1, = com x,y € R. 


Portanto, v> = (1,0,-1) e vs = (0,1, 1) são dois autovetores linearmente 
independentes associados ao autovalor À, = Às = —2, formando uma base do 
autoespaço correspondente. Assim, a multiplicidade geométrica do autovalor 
À» = À3 = —2 é igual à sua multiplicidade algébrica, ou seja, igual a 2. 


Pelo Teorema 2.4 da Aula 2, autovetores associados a autovalores distintos 
são linearmente independentes. Daí, concluímos que o conjunto de autovetores 
(vi,V2,V3) tem que ser linearmente independente, garantindo que a matriz A 
é, de fato, diagonalizável. Observe que (vi, v>,V3+ é uma base do Rº formada 
por autovetores da matriz A. 


Passo 3: Montar a matriz diagonalizada D. 


A matriz diagonal D, semelhante a 4, é dada por 


1 0 0 
D=[0 —2 0 
0 0 —2 


Observe que os elementos da diagonal principal de D são os autovalores 
da matriz 4. 


Passo 4: Montar a matriz diagonalizante P. 


A matriz P tal que D = P-1AP é dada por 


1 1 0 
p=) = 0 1 
e 


Observe que as colunas de P são os autovetores associados v1, V> € Va. 
Observe, também, que a ordem em que autovalores e autovetores aparecem 


está correta: a primeira coluna de P é o autovetor correspondente ao autovalor 
M = 1, enquanto as duas últimas colunas de P são os autovetores correspon- 
dentes ao autovalor À, = Àg = —2. 


AULA [4] MÓDULO 1 
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> 


Aula o 


DIAGONALIZAÇÃO DE OPERADORES 
LINEARES 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender os conceitos de autovalor e autovetor de 
um operador linear; 


compreender o conceito de operador linear diagonali- 
zável; 
reconhecer quando um operador linear é diagonalizável. 


Álgebra Linear II | Diagonalização de Operadores Lineares 


Pré-requisito 
Aula 5. 


Lembre que a base 
canônica de R” é 


composta pelos 
vetores 
e1,e>,...,en onde 
cada e; = 


(0,...,0,1,0,...,0) 
tem como única 
componente 
não-nula a k-ésima 
componente com 


valor 1. 
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DIAGONALIZAÇÃO DE OPERADORES 
LINEARES 


Vamos começar lembrando alguns conceitos do curso de Álgebra 
Linear T. Uma transformação linear de R” em R” é uma função 
T:R” SR” que satisfaz 


T(civi +Covo) = aT(vi) + coT(v>) 


para todo vj, v ER" etodoc;, ER. 


Chamamos operador linear uma transformação linear de R” em 
R?, TR” SR”. Observe que, neste caso, tanto o domínio quanto 
o contra-domímio têm a mesma dimensão n. Lembre que, fixando a 
base canônica de IR”, o operador linear T : R” > R” fica representado 
pela matriz A = (a;;) € Mn(R), chamada matriz canônica, através de 
multiplicação de matrizes da seguinte forma: 


vo Av, 
ví dj dp cc am ví 
V2 do dp «dn V2 
> ; : ; 
Vn Qn1 Gn cc Am Vn 


Vi 


V2 


onde é o vetor v = (Vi, V2,..., Vn) descrito na base canônica. 


Vn 
Denotando esta base por (e;,e>,...,en!, então as colunas da matriz A 
são as componentes dos vetores T(e;),T(e>),...,T(en) na base canô- 
nica: 


A=[T(e;) T(e) T(en) |. 


Vamos trocar a base canônica de IR” para uma outra base 
(u,,u2,...,Un!. Seja PE M,(R) a matriz que realiza a mudança da 
nova base (u;,u2,...,Un! para a base canônica (ej,e>,...,en!. Lembre 
que a matriz P é obtida de modo que suas colunas são as componentes 
de u,u>,...,Un com respeito à base canônica (e,,e>,...,en!: 


P=[u, u Un |. 


Sabemos também que, com respeito à nova base (u,,u2,...,Un), O 
operador linear T : R” — R” fica representado pela matriz Be M,(R) 
através de multiplicação de matrizes da seguinte forma: para cada vetor 

aq 


vER”,escreva v = au; +aus+...+anu,, então [v]a = : é o 
Qn 
vetor v descrito na base 8 = (u,,u2,...,uny e 


[vlg = Blvlp, 


a1 bm bj -: bm a 
ao bi by» bon d> 
an Dari: e “Dim Qn 


Lembre também que as colunas da matriz B são as componentes dos 
vetores T(u,),T(u>),..., T(un) com respeito à base B: 


B= am) Tui) se TO: 
Por fim, também sabemos que a relação entre as matrizes A e B, que 


representam o operador linear T:R” —> R” na base canônica 
(e1,e>,...,en) e na nova base (u;,us,...,UnH, é dada por: 


B=P-lAP, 


ou seja, as matrizes A e B são semelhantes. 


Exemplo 8.1. 


Em Rº, consideremos as seguintes bases: 


o = (e, =(1,0),e2=(0,1)je 8 = (Ju =(1,-2),u=(2,-5)), 


e o operador linear T : IR? — R? dado por 


T(x,y) = (2x—3y,4x +)). 


Determine as matrizes A e B, que representam o operador linear T, 
com respeito às bases a e B, respectivamente. 
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Lembre que, se a 
matriz 
“(ab é 
“Ne vd 
inversível com 
determinante 
det4 — ad — bc, 
então sua matriz 


inversa é dada por 


1/ do 
det4 À —c a 
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K 


Solução: 


Para obtermos a matriz A € M,(R) que representa o operador linear T na 
base canônica, calculamos: 


Lar 
Peas 
[4 

m 
— 
I 


T(1,0)=(2,4)=2e4+4€6, 
T(0,1)=(-3,1)=-3e+1e; 


Ng 
Pas 
(47) 

No 
— 
I 


portanto, a matriz A, tendo como colunas T(e;) e T(e>), é dada por 


CR 


As colunas da matriz P são os vetores uy = (1,-2) eus = (2,5): 


Rol ss 


Daí, obtemos facilmente que 
E 


o 2 
Es 
E “o o! 


e, portanto, a matriz B, que representa o operador linear T na base , é dada 


: Hina As) 


Temos o seguinte resultado geral. 


> 2 
ds 


44 


— p-lAap — 
B=P ap= ( ES 


Teorema 8.1. 


Duas matrizes A4,B € M,(R) definem o mesmo operador linear 
T:R”" » R" se e somente se 4 e B são matrizes semelhantes, isto é, 
se e somente se existe matriz inversível P tal que B = P-IAP. 


Se A € M,(R) é a matriz canônica do operador T :R” > R”, isto 
é, a matriz que representa este operador com respeito à base canônica, 
então, pelo Teorema 5.1 da Aula 5, toda matriz B, semelhante a 4, tem 
o mesmo polinômio característico e os mesmos autovalores que A. E 
em vista do Teorema 8.1 acima, como todas as matrizes B, semelhantes 
a À, representam o mesmo operador linear T : R” — R”, podemos con- 
siderar as seguintes definições de polinômio característico e autovalor 
do operador linear T': 


Definição 8.1. 


1. Um número real À é chamado um autovalor do operador li- 
near T:R” —» R” se existe um vetor não-nulo v € R” tal que 


T(v) =Av. (8.1) 


Todo vetor não-nulo v que satisfaça (8.1) é chamado autovetor 
associado (ou correspondente) ao autovalor À. Os autovalores 
também são chamados valores próprios ou valores caracte- 
rísticos, e os autovetores são chamados vetores próprios ou 
vetores característicos. Observe que, se A € M,(R) é a matriz 
que representa o operador T' numa base qualquer de R”, isso 
equivale a dizer que À é autovalor da matriz A, pois 


T(v) =Av=Av. 


2. Chamamos autoespaço do operador linear T, associado ao au- 
tovalor À, ao subespaço vetorial de R” gerado por todos os 
autovetores de T associados a À. Denotamos este autoespaço 
por 


EM) =14veR | TV) =). 


3. O polinômio característico do operador linear T:R” = R? 
é o polinômio característico de qualquer matriz A E M(R) 
que representa o operador linear T com respeito a uma base 
qualquer de R”. 


4. O operador linear T :R” > R” é diagonalizável se existe uma 
base (u;,u>,...,un+ de IR” com respeito à qual o operador T 
é representado por uma matriz diagonal D e M,(R). 


Temos agora os seguintes resultados, consequências dos resultados 
análogos vistos para o caso de matrizes. 


Teorema 8.2. 


1. Sejam vi, V2, ..., Vm autovetores do operador linear T:R” > R? 
associados aos autovalores distintos M, À», ..., Am, respectiva- 
mente, então os autovetores v1,V2,...,VYm São linearmente inde- 
pendentes. 
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2. O escalar À é um autovalor do operador linear T:R” 5R" see 
somente se À é uma raiz do polinômio característico de T. 


3. O operador linear T :R” > R” é diagonalizável se e somente se 
existe base (u,,u>,...,Un) de R” formada por autovetores de T. 
Nesse caso, se a matriz diagonal 


AD ara 

E E 

De 0 sore A 
representa o operador T com respeito à base (u;,u»,...,Un), en- 
tão T (uy) = A uk para todo k = 1,...,n, ou seja, os elementos da 


diagonal principal da matriz D são os autovalores do operador T. 


4. Seja A € Ma(R) a matriz que representa o operador linear 
T:R” > Rº numa base qualquer de R”. Então o operador linear 
T é diagonalizável se e somente se a matriz A é diagonalizável. 


Esse último resultado reduz a investigação da diagonalização de o- 
peradores lineares T :R” — R” ao estudo da diagonalização de matrizes 
AE Mn(R), que foi discutido em detalhes nas aulas anteriores. Vejamos 
mais alguns exemplos. 


Exemplo 8.2. 


Determine todos os autovalores e autovetores do operador linear 
T:R? — RR? dado por 


T(x,y) — (6x — y,3x +2y). 


Determine se o operador T' é diagonalizável e, caso seja, determine 
uma representação diagonal, ou seja, uma matriz diagonal D E M>(R) 
que representa o operador T. 


Solução: 


Primeiramente, vamos calcular a matriz A € M>(R) que representa o ope- 
rador T com respeito à base canônica de R2. Como 


T(eg)=T(1,0)=(6,3)=6e;+3e> 
T(e)=T(0,1)=(-1,2)=-l1e;+2e, 


a matriz 4, tendo como colunas T(e;) e T(e>), é dada por 


Ala 


> 
O polinômio característico de T será o polinômio característico da matriz - 
A que é dado por 
p(x) = det(xb—A) 
o |x—6 1 
= —-3 x—2 | 
= x2-8x+15 
= (x-3)(x—5). 


Assim, os autovalores de T são A = 3e À» =5. A essa altura, já podemos 
concluir que o operador T :Rº? — R? é diagonalizável, pois, como ele tem 
dois autovalores distintos, então, pelo Teorema 8.2, qualquer par de autove- 
tores correspondentes é linearmente independente e, portanto, forma base de 
autovetores para o Rº. 


Vamos determinar os autovetores. Para o autovalor À = 3, temos que os 
autovetores associados v = (x,y) satisfazem o sistema linear 


(3b —A)v=0. 
Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 
3 —1 x). ./0 
0 0 RR 
Assim, os autovetores de T associados ao autovalor À = 3 são da forma 
v= (x,3x) com xe R*. 


Em particular, vi = (1,3) é um autovetor de T associado ao autovalor 
ALA. 


Analogamente, os autovetores v = (x,y), associados ao autovalor Àp = 5, 
satisfazem o sistema linear 


(5b-A)v=0. 


Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogêneo 
1 —1 x). /0 
0 0 O 
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Assim, os autovetores de T associados ao autovalor À, = 5 são da forma 
v= (x,x) com x € R*. 
Em particular, v> = (1,1) é um autovetor de T associado ao autovalor 
A» = 5. Assim, 8 = fv1,v>) é uma base de R? formada por autovetores de T, 


e a representação diagonal de T é a matriz diagonal de ordem 2 cuja diagonal 
principal é formada pelos autovalores À =3e A =5: 


ps 


Exemplo 8.3. 


Seja T : IR? — Rº o operador linear que reflete pontos com respeito 
à reta pela origem y = kx, onde k € R. Veja a Figura 8.1. 


Figura 8.1: Reflexão com respeito à reta y = kx. 


Mostre que: 
a)vi = (1,k)ev> = (—k,1) são autovetores de T; 


b) T é diagonalizável e encontre uma representação diagonal D de 
Io 


Solução: 


a) Como não conhecemos as equações que definem a transformação T, 
procedemos geometricamente como segue. 


Observe que o vetor v; = (1,k) pertence à reta y = kx, logo ele é mantido 
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fixo pela ação do operador T, isto é, T(v1) = vi. Assim, v; é um autovetor de 
T associado ao autovalor À, = 1. 


Por outro lado, observamos que o vetor v> = (—k,1) é ortogonal ao vetor 
v1, pois 
VicV2 =— 1.(=KW)+k-1=0, 


e, consequentemente, v> é perpendicular à reta y = kx. Assim, o operador T' 
transforma o vetor v> em seu negativo —v»>, isto é, T(v>) = —v». Logo, vp é 
um autovetor de T associado ao autovalor À, = —1. 


b) Como os vetores v; = (1,k) e vz = (—k,1) são linearmente indepen- 
dentes, temos que 8 = fvi,v>) é uma base ordenada de R? formada por au- 
tovetores de T. Portanto, o operador T é diagonalizável com representação 
diagonal dada por 


Exemplo 8.4. 


Determine todos os autovalores e autovetores do operador linear 
T:Rê — Rº dado por 


T(x,y,2) = (2x+y,y—z, 2y +42). 


Determine se o operador T' é diagonalizável e, caso seja, determine 
uma representação diagonal, ou seja, a matriz diagonal D € Ms(R) que 
representa o operador T' e a base de autovetores correspondente. 


Solução: 


O procedimento é semelhante ao do Exemplo 8.2. Primeiramente, vamos 
calcular a matriz A € Ms(R) que representa o operador T com respeito à base 
canônica de Rê. Como 


T(e;) =T(1,0,0) = (2,0,0) = 2e;/+0e,+0€e3 


T(e»)=T(0,1,0) = (1,1,2) = 1e;+1e,+2e 
T(es) = T(0,0,1) = (0, 1,4) = 0e; o (—1) € +4es, 


a matriz 4, tendo como colunas T(e;), T(e>) e T(es), é dada por 
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O polinômio característico de T será o polinômio característico da matriz 
A que é dado por 


p(x) = det(xl5—A) 
Xx=2º. = 0 
= O x—1 1 
0 —2 x—4 


x—1 1 
—2 x—4 


(x— 1)(x— 4) +2] 
x — 5x+6) 


] 
KA GA GA GH 
x 
| 
No 
so no Nono 
No = 
x 
| 
No 
sa 
x 
| 
(05) 
— 


Assim, os autovalores de T são A = À» =2 e Às = 3. Como temos apenas 
dois autovalores distintos, ainda não podemos decidir se T é diagonalizável. 
Vamos, primeiramente, determinar uma base do autoespaço 


E(2)=(veRê|T(v)=2v) 


associado ao autovalor A = À» = 2. Sabemos que um vetor v = (x,y,Z) per- 
tence ao autoespaço E (2) se e somente se ele é solução do sistema linear 


(21 —-A)v=0, 
isto é, de 
0 —1 0 x 0 
0 1 1 yI=|0 
0 —2 — Z 0 


Escalonando a matriz associada desse sistema, obtemos o sistema 


010 x 0 
001 y |=[0 |, 
000 z 0 


cujas soluções são v = (x,0,0), x € R. Como a solução geral depende ape- 
nas de uma variável independente, então o autoespaço E (2) é unidimensional. 
Temos que v; = (1,0,0) é um autovetor de T associado ao autovalor À, =2 e, 
portanto, forma uma base de E (2). 


Vamos agora procurar uma base do autoespaço 
E(3)=(veRÉ|T(v) =3v), 


associado ao autovalor Às = 3. Sabemos que um vetor v = (x,y,z) pertence ao 
autoespaço E (3) se e somente se ele é solução do sistema linear 


(3h —-A)v=0, 
isto é, do sistema 
1 —1 0 x 0 
0 2 1 yI=|0 
0 —-2 —1 Z 0 


Escalonando a matriz associada desse sistema, obtemos o sistema 


Dog: a X 0 
Qua diz pps Grid 
00 0 z 0 


cujas soluções são v = (—z, —z,27), z € R. Como a solução geral depende, 
novamente, apenas de uma variável independente, então o autoespaço E (3) 
também é unidimensional. Nesse caso, v2 = (—1,—1,2) é um autovetor de T 
associado ao autovalor Às = 3 e, portanto, forma uma base de E (3). 


Como T' possui apenas dois autovetores linearmente independentes, então 
não existe base de autovetores de T para o Rº e, portanto, pelo Teorema 8.2, o 
operador linear T' não é diagonalizável. 


Autoavaliação 


Terminamos o primeiro módulo do curso de Álgebra Linear II. Não 
deixe de fazer uma boa revisão dos conceitos vistos neste primeiro 
módulo antes de iniciar o segundo. Faça os exercícios desta aula 
e reveja os das aulas anteriores. Se você ficar com alguma dúvida, 
procure o tutor no seu polo. 
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11 


. SejaA= ( as ) e defina T:Rº? > Rº por T(v) = Av. Mostre 


que v; = (1,1) é autovetor de T e que o operador linear T não é 
diagonalizável. 


. Verifique se o operador linear T : IRê — IRê dado por 


T(x,y,2) EE (2,), x) 


é diagonalizável e, caso seja, determine uma representação dia- 
gonal, ou seja, uma matriz diagonal D E Ms(R) que representa o 
operador T e uma base de autovetores correspondente. 


. Verifique se o operador linear T : R$ — IR? dado por 


T(x,yz,t) = (3x— 42,3y+5z,-—2,-—t) 


é diagonalizável e, caso seja, determine uma representação dia- 
gonal, ou seja, uma matriz diagonal D E M4(R) que representa o 
operador T e uma base de autovetores correspondente. 


. Mostre que O é autovalor do operador T : R” — R” se e somente 


se T é não-inversível. 


Aula Õ 


MATRIZES ORTOGONAIS 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


fazer uma revisão de conceitos importantes de ortogo- 
nalidade; 


compreender o conceito de matriz ortogonal; 
praticar cálculos com matrizes ortogonais. 


Álgebra Linear II | Matrizes Ortogonais 


Pré-requisitos 
Produto interno 
entre dois vetores. 
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MATRIZES ORTOGONAIS 


Neste módulo, estaremos considerando o espaço vetorial R” munido 
do produto interno usual, também chamado de produto escalar. Ou seja, 


dados os vetores u= (w,...,Un)ev= (vi, ..., Vn), O produto escalar 
deu e v é dado por 


uv=— U,Vi +... +HUnVh, 
que também denotamos por (u, v). 


Na linguagem de matrizes, consideramos u e v como matrizes colu- 
nas n x 1, que denotamos por 


Ui ví 

Us V2 
u— ev=— 

Un Vn 


Denotando por u” a matriz transposta de u, o produto interno de u e 
v pode ser expresso na forma: 


ví 
V2 
(u,v) =uív= (w,u2,...,Un) |. | =uUjvi +... + Uva 


Vn 


Vamos relembrar algumas definições. 


Definição 9.1. 


1. A norma de um vetor v = (v1,...,Vn) E R” é dada por 


Ivll=(v,v) = vi+vs+. + vi, 


e o vetor v é unitário se |jv|| = 1. 


2. Dado um vetor não-nulo v, o vetor unitário na direção e sen- 
tido de v é o vetor dado por 


V 


Y=— 
vil! 


e dizemos que o vetor v foi normalizado. 


3. O ângulo 0 E [0,7] entre os vetores não-nulos u e v é dado 
por 
(u, v) 


cos0 — : 
ul) Iv 


4. Dois vetores não-nulos u e v são ortogonais se o ângulo entre 
eles é de 90º. Pela fórmula anterior, isso equivale a dizer que 
(u,v) = 0. 


Veremos que muitas matrizes possuem propriedades geométricas 
especiais que são caracterizadas pela forma como sua ação em vetores 
se comporta com respeito ao produto interno. Por exemplo, quando a 
ação da matriz preserva a norma dos vetores ou quando a ação preserva 
o ângulo entre dois vetores. 


Na discussão que se segue, um papel central é desempenhado pelos 
conjuntos de vetores ortogonais de R”. 
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Definição 9.2. 


1. Um conjunto (vi,v>,...,Vpy de vetores não-nulos de R” é 
dito conjunto ortogonal se cada par de vetores distintos é or- 
togonal, isto é, se (vi,V;) = O para todo i  j. Chamamos de 
base ortogonal a toda base que também é conjunto ortogonal. 


2. Um conjunto (vi,v>,...,Vp) de vetores não-nulos de R” é 
dito conjunto ortonormal se é conjunto ortogonal e se todos 
os seus vetores são unitários, isto é, se (vi,v;) = O para todo 
i jese ||v;|| = 1 para todo i. Chamamos de base ortonormal 
a toda base que também é conjunto ortonormal. 


O conjunto mais simples de base ortonormal de R” é a base canônica 


(e1,e2,...,en! de R”. Os seguintes resultados foram vistos no curso de 
Algebra Linear I: 


Teorema 9.1. 


1. Todo conjunto ortogonal de vetores é linearmente independente. 


2. Todo conjunto ortogonal de n vetores de IR” forma uma base (or- 
togonal) de R”. 


Exemplo 9.1. 


Mostre que fv;,v>,v3) é uma base ortonormal de Rê, onde 


3/11 —1/v6 —1/v66 
Vi= 1/11 1 VE 2/V'6 e v3= —4/'66 
1/11 1/6 7/66 


Solução: 


Calculando os produtos internos: 


(Vi, V2) = 
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! 8 7 
Vi,V)=—==>- == +=), 
Wrv5) = 55 556" VS 
temos que fvi,V>,V3! é conjunto ortogonal formado por 3 vetores em Rê. Pelo 


Teorema 9.1, antes apresentado, (v1,V>,v3)! é base ortogonal de Rº. Além 
disso, 


1 1 

(Vi, Vi) FERE RE > 
4 1 

(V2,V2) 666 E 
1 16 49 

(aa 66" 667 1 


o que mostra que v4,V2 e v3 são vetores unitários. Logo, (v1,V2,V3) é conjunto 
ortonormal e, portanto, base ortonormal de Rº. 


Vale a pena destacar que, quando os vetores de um conjunto orto- 
gonal são normalizados, o conjunto permanece ortogonal, sendo, agora, 
também, conjunto ortonormal. Portanto, quando uma base ortogonal 
é normalizada, obtemos uma base ortonormal que preserva as mesmas 
direções dos vetores da base ortogonal original. 


Exemplo 9.2. 


Obtenha uma base ortonormal de IR? na qual um dos vetores tenha 
a direção do vetor v = (3,4). 


Solução: 


Precisamos encontrar um vetor w = (x,y) que seja ortogonal a v = (3,4). 
Assim, temos que 


(3,4), (x,7)) = 0 


3x+4y =0, 
isto é, 
3x = —4y, 
ou, 
E) 
=——X. 
E ed 


Assim, todo vetor da forma w = (t,—3t/4), com t E RR*, é ortogonal a 
v = (3,4). Em particular, os vetores w = (—4,3) (t= —4) ew = (4,-3) 
(t = 4), como mostra a Figura 9.1. 
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y| 
(3,4) 
(—-4,3) 


Figura 9.1: Vetores ortogonais. 


Como ((3,4),(—4,3)) é um conjunto ortogonal formado por 2 vetores de 
R?, então, pelo Teorema 9.1, é uma base ortogonal de R2. Normalizando esta 
base, obtemos 


v 1 
Vi = Ilvll FE 5 (3,4) E (3/5,4/5) 
W 1 
V2 — Ilwl] == 5 (—4,3) = (—4/5,3/5). 


Assim, o conjunto (v;,v>! é uma base ortonormal de Rº em que o vetor 
vi = (3/5,4/5) preserva a direção de v = (3,4). 


De um modo geral, dado um vetor não-nulo v = (a,b) E R?, o vetor 
w = (—b,a) é um vetor ortogonal a v, representado por uma rotação em v 
de 90º no sentido anti-horário, como é ilustrado na Figura 9.1 pelos vetores 
v=(3,49)ew=(—4,3). 


O próximo exemplo descreve a construção de uma base ortonormal 
para Rº. 


Exemplo 9.3. 


Obtenha uma base ortonormal de IRê na qual um dos vetores tenha 
a direção do vetor v = (—1,2,1). 


Solução: 


Um vetor u = (x,y,z) é ortogonal a v = (—1,2,1) se e somente se 
((—1,2,1),(4,),2)) = 0, 
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ou seja, 
—x+2y42=0, 


o que nos dá 
Z=x—2). 


Assim, todo vetor da forma 
u= (x,),x— 2y) = (1,0,1) x+(0,1,-2) y, 


x yeR(x£0 ou y0), é ortogonal a v. Em particular, escolhendo x = 1, 
y = 00, obtemos o vetor u = (1,0,1) ortogonal a v = (—1,2,1). 


Queremos, agora, um vetor w = (a,b,c) que seja ortogonal av = (—1,2,1) 
eau = (1,0,1). Assim, queremos que sejam satisfeitas as condições 


À ((—1,2,1),(a,b,c)) = 0 
((1,0,1),(a,b,c)) = 0, 


o que nos dá o sistema linear 


—a+2b4c=0 
a+c=0. 


Resolvendo o sistema, obtemos 
c=-ae b=a, 
o que nos dá vetores da forma 


w=(a,a,-a)=(1,1,-1)a, aeR*. 


Escolhendo a = 1, obtemos o vetor w = (1,1, —1) ortogonalav = (—1,2,1) 
eau= (1,0,1). Como (v,u,w) é um conjunto de 3 vetores ortogonais de Rê, 
então esse conjunto forma uma base ortogonal de Rº. Normalizando esses 
vetores, temos: 


Wee (1/0626, 1/6); 
w= im = (1/2,0,1/v2); 
w= wo = (1/43, 1/3, 1/3), 


e, assim, (V1,V2,V3) é uma base ortogonal de R?. 


Depois de revermos esses fatos importantes sobre conjuntos ortogo- 
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nais, vamos introduzir um tipo especial de matriz cujas colunas formam 
um conjunto ortonormal de vetores. Este tipo de matriz é muito impor- 
tante em várias aplicações e em algoritmos computacionais. 


Definição 9.3. 


Uma matriz A € M,(IR) é chamada ortogonal se A! . A = I, onde A! 
é a matriz transposta de A e 1, é a matriz identidade de ordem n. 


Vamos ver, inicialmente, uma propriedade que facilitará nossos cál- 
culos posteriormente. 


Teorema 9.2. 


Uma matriz A € M,(R) é ortogonal se e somente se suas colunas 
formam um conjunto de n vetores ortonormais, e, portanto, formam 
uma base ortonormal de R?. 


Demonstração 
Sejam v4,V>,...,Vn as colunas da matriz A, isto é, 
A=[vi vo e vn]. 
Então, 
Vi 
t 
Vo 
AA=| Clwmow  wm]= 
V 
vivi vivo er êiso Vi Yn 
V5-vi Vo -V2 de era V5Yn 
vivi vivo dad Vo -Vn 
(Vivi) (VisV2) ce (Vi;Vn) 
(V2,V1) (V2,V2) ce (V2;Vn) 
= i : “5 : . (1) 
(VnsVi) (Vas V2) ce (VnsVn) 


As colunas da matriz A formam um conjunto de n vetores ortogonais 
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se e somente se (vi,V;) = O para todo i £ j. E essas colunas são vetores 
unitários se e somente se (v;,V;) = 1 para todo i. Assim, as colunas da 
matriz A formam uma base de vetores ortonormais se e somente se a 
matriz em (1) é a matriz identidade, isto é, se e somente se A!A = In, ou 


+ 
Q 
pa 
> 
A 
O 
E 
seja, se e somente se a matriz A é ortogonal. ES 


Exemplo 9.4. 


3/5 —4/5 


Verifique se a matriz A = | 4/5 3/5 


| é uma matriz ortogonal. 


Solução: 
Vimos, no Exemplo 9.2, que os vetores formados pelas colunas da matriz 


A, 
(38) en=(38) 


são ortonormais. Logo, pelo Teorema 9.2, a matriz A é matriz ortogonal. 


Exemplo 9.5. 


-1/V6 1/2 1/V3 
VerifiqueseamatrizA= | 2/V6 O 1/3 | é uma ma- 
1//6 1/v2 —1/V3 


triz ortogonal. 
Solução: 


Vimos, no Exemplo 9.3, que os vetores formados pelas colunas da matriz 


A, 
—1//6 1//2 1/V3 
Vi= 2/6 Vo = 0 e v3= 1/3 : 
1/V6 1/v2 —1/V3 


são ortonormais. Logo, pelo Teorema 9.2, a matriz A é matriz ortogonal. 


Autoavaliação 


Estude bem os conceitos apresentados nesta aula, pois serão exaus- 
tivamente explorados nas próximas aulas. Não deixe de trabalhar os 
exercícios que seguem. Se você tiver qualquer dúvida, consulte seu 
tutor. 
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a 


1. Seja v = (a,b) € Rº? um vetor unitário, isto é, que satisfaz 
a? +b? =1. Obtenha todas as matrizes ortogonais A, de ordem 2, 
cuja primeira coluna é o vetor v = (a,b). 


2. Determine o valor de k E RR tal que os vetores 
u=(1,2,k3)e u=(3,k,7,-5) 


sejam ortogonais. 


3. Dado u = (0,1,-2,5) € Rº, determine uma base ortogonal de R? 
que contenha o vetor u. 


4. Seja S o subconjunto de Rº formado pelos vetores 


u = (1,1,1),u = (1,2,-3)e u3=(5,—4,-1). 


Mostre que S é uma base ortogonal de Rê e transforme essa base 
numa base ortonormal. 


5. Determine uma matriz ortogonal cuja primeira coluna é o vetor 
Ui =(1/3,2/3,2/3). 
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Aula 10 : 


PROPRIEDADES DAS MATRIZES 
ORTOGONAIS 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender algumas propriedades geométricas das ma- 
trizes ortogonais; 


conhecer exemplos importantes de matrizes ortogonais; 


praticar a leitura de demonstrações matemáticas de pro- 
priedades importantes em Algebra Linear. 


Álgebra Linear II | Propriedades das Matrizes Ortogonais 


Pré-requisitos 
Autovalores e 
autovetores de 


matrizes, Aula 9. 
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PROPRIEDADES DAS MATRIZES 


ORTOGONAIS 


Nesta aula, veremos algumas propriedades geométricas das matrizes 
ortogonais. Lembre que as matrizes ortogonais foram abordadas na aula 


passada. 


Teorema 10.1. 


Seja A € M,(R) uma matriz ortogonal. Então 


1. det(A) = +1 


2. A é matriz inversível e AT! = Aº. 


3. SeÃA E R é autovalor da matriz A, então A = 1 ou A = —1. 


4. Se Be M,(R) é matriz ortogonal, então o produto AB também é 


matriz ortogonal. 


Demonstração 


1. Lembrando que A ortogonal significa AÍ.A = lh e que 


det(Aº) = det(A), temos 


(det(A))? 


donde se conclui que det(A) 


2. Como det(A) 0, a matriz A é inversível. E, de A! .A = I,, segue 


que A! — Aí, 


3. Se A € R é autovalor da matriz A, então existe um vetor não-nulo 
veER” tal que Av = Av. Assim, temos que 


A2(v,v) = (Av,Av) = (Av,Av) 

= (Av). (Av) = (viA!). (Av) 
VÍ (ALA)v=v' (Inv) 

= vv= vv) 


e, como (v,v) £ 0, segue que À? — 1. Logo, À = +1. 


4. Como a matriz B também é ortogonal, então B'.B = 1. Para 
concluir que AB é ortogonal, devemos mostrar que (AB)! . (AB) = 
1. Temos 
(AB)'-(AB) = (B'A)(AB) 

= B'(A'A)B 

= "BB 

= BB 

= Ih, 


como queríamos demonstrar. 
CQD 
Gostaríamos de ressaltar que a propriedade 3, mencionada antes, diz 
que caso uma matriz ortogonal A possua autovalor À então 


À = +1. Mas não é necessário que uma matriz ortogonal A tenha algum 
autovalor, como veremos num próximo exemplo. 


Exemplo 10.1. 


Vimos, no Exercício 1 da Aula 9, que se a2+b? =1, então as ma- 


trizes 
a —b a b 
AR ad 


são matrizes ortogonais. Observe que 


det(A) =a2+b? =1 e 
det(B)=-aº -b? = (a +b”)=—1. 


Exemplo 10.2. 
Sejam 0, € [0,27), então as matrizes 


cos0 —sen0 cosp | senqy 
e B= 
senO | cos0 senyp —cosy 


são matrizes ortogonais com determinantes 


det(A) = cos? 0 +sen?0 = 1 e 
det(B) = — cos?p — sen? p — —(cos?p + sen? q) = —1. 


Estas matrizes serão estudadas mais detalhadamente nas próximas aulas. 
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O próximo teorema fornece algumas propriedades geométricas das 
matrizes ortogonais. 


Teorema 10.2. 


Seja A € M,(R) uma matriz ortogonal e sejam u,v € R”. Então: 


1. A matriz À preserva o produto interno, isto é, (Au,Av) = (u,v). 
Em particular, se u e v são vetores ortogonais, então Au e Av 
também são ortogonais. 


2. A matriz A preserva a norma, isto é, 


Avi) = Ilvll. 


3. A matriz A transforma bases ortonormais em bases ortonormais, 
isto é, se (u,,u>,...,Un) é uma base ortonormal de R”, então 
(Au, Au>,...,Au,) também é base ortonormal de R”. 


Demonstração 


1. Dados u,v E R”, temos 


(Au,Av) = (Au)'(Av) 
= (uia) (Av) 
= u(A!A)v 
= u(Iv) 
= ulv 
= (u,v). 


Em particular, se u e v são ortogonais, isto é, se (u,v) = 0, então 
(Au,Av) = (u,v) =0, 
ou seja, Au e Av também são ortogonais. 
2. Utilizando a propriedade 1, no caso u = v, temos 
IAv|2 — (Av,Av) 


(av 
Ihvl|é, 


logo, temos que ||Av|| = ||v!|. 


98 CEDERJ 


3. Seja (u,,u>,...,un; uma base ortonormal de R”. Então 
(u;,u;) = O para todo i £ j e IJui|| = 1 ara todo i. Pelas pro- 


priedades anteriores, temos 


(Au;, Au) = (u;,u;) = 0 paratodoi Z j, e 
|Au;|| = |u;l| = 1 para todo i. 


Logo, (Au,, Aup,..., Au, + é um conjunto ortonormal de n vetores 
de R” e, portanto, forma uma base ortonormal de R”. 


CQD 


A propriedade 1 do Teorema 10.2 afirma que o ângulo entre dois 
vetores é preservado, e a propriedade 2 afirma que o comprimento e a 
distância entre vetores é preservada. Essas propriedades são cruciais 


para a implementação de algoritmos computacionais. 


Exemplo 10.3. 


Sejam 
1/2 —1//2 0 
A=|1/V2 1/02 0 |,u= 
0 D. 


Verifique se: 


a. a matriz A é ortogonal; 
b. | Aul| = Ijul); 


c. (Au,Av) = (u, v). 


Solução: 


a. Note que as colunas da matriz A são ortogonais portanto, pelo Teorema 
9.2 da Aula 9, segue que A é matriz ortogonal. Também podemos veri- 


ficar diretamente pela definição: 
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1//2 1/02 0 1//2 -1/02 0 
AA = | TA ao Dc) 12 Ty ds 
0 | 0 0 Í 
0 
1 
0 


II 
Som 


b. Temos que 


jul = 2 +024+12 = 2. 


Para calcular ||Aul|, vamos primeiro calcular Au: 


1//2 -1//02 0 1 1/2 
Au= | 1/2 1/2 0 0 |= (dy? 
0 Or. a —1 | 


Daí, segue que 


Au 


(1/22 + (1/22 +(-1)2 = (1/2) +(1/2)41= 
= v2. 


Portanto, ||Au|| = 2 = jul). 


Q 


. Vamos primeiro calcular (u, v): 
(u,v)=1-1+0-1+(-1).0=1. 


Calculemos, agora, Av: 


1//2 -1//2 0 1 0 0 
Av = [1/02 1/42 0 jean p= 42 
0 0 1 0 0 0 


Finalmente, calculando (Au, Av), obtemos 


1 1 
ER q 


Assim, (Au,Av) =1= (u,v). 
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Exemplo 10.4. 


Determine os autovalores da matriz A do Exemplo 10.3. 
Solução: 


Lembre que os autovalores da matriz A são as raízes do seu polinômio 
característico, e esse polinômio é dado por: 


x-1//2 1/42 0 
p(x) = det(x,-A)=| 1/2 x-1/02 0 
0 0 x—1 


So faro RR 


colas 


Agora, a única raiz real de p(x) = (x— 1)(x?— 2x +1) é A = 1, pois o 
polinômio x? — /2x + 1 não possui raízes reais. Assim, a matriz A possui um 
único autovalor real, À — 1. 


Exemplo 10.5. 


Sejam q = (u,,up,us! e B = (vi,V>,V3+ duas bases ortonormais 
de Rê. Mostre que a matriz A que realiza a mudança de base de B para 
o é uma matriz ortogonal. 


x-1//2  1/v2 | 


Solução: 


A matriz que realiza a mudança de base de 8 para & é a matriz A = (ai;) 
definida por 
Vi = dj1U4 + doqu2 + d3qu3 
V2 = d12U4 + do2U2 + d32U3 
V3 = di3U4 + do3U2 + d33U3. 


Sendo a = (u;,u>,us | uma base ortonormal de Rº, temos que 


(u,,U1) — (u>,uU2) — (us,Us) =: 
(u,,uU2) (u,,U3) — (u>,U3) ==): 


Usando estas igualdades e o fato de 8 = (v1,v>,V3) ser base ortonormal, 
temos 
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1= (vi,vi) = (anus + azjus + a3jus, anus + aus + asus) = 
ne 2 2 
= +05 +03, 


e, analogamente, 
1=(vo,v))=ab+as, +as 
29V2 12 1052 + 032 
— E AD 2 2 
1 a (V3, V3) — 13 + 53 + 3a. 


Temos, também, 


O = (v1,V>) = (aus + az,u2 + agjus, dy2uy + ao2u2 + agpu3) = 
= 011012 + G21022 + agya3p, 


e, analogamente, 


0 = (Vi, Va) = Q11013 + 21023 + d31d33 
0 = (V2, V3) = Q12013 + 22023 + d32d33. 


Portanto, estas igualdades mostram que as colunas da matriz 


da dj dis 
A=| a, a» az 
qd31 dg 33 


formam uma base de vetores ortonormais. Logo, pelo Teorema 9.2, da Aula 9, 
A é matriz ortogonal. 


Autoavaliação 


Nesta aula apresentamos alguns resultados que caracterizam as ma- 
trizes ortogonais. Você deve resolver os exercícios que se seguem 
com a ajuda do seu tutor, se necessário. Nas próximas aulas, vamos 
usar exaustivamente todos os resultados apresentados nesta aula; 
portanto, é importante que você compreenda o significado geomé- 
trico deles. 
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Exercício 10.1. 


1. Considere as matrizes 


A 110 O 
A=|01 0 eB= | 0.0. =1 
o = é pa RR 


a. Verifique que A e B são matrizes ortogonais. 


b. Verifique que o produto AB é ortogonal e calcule seus auto- 
valores. 
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auto é 


ROTAÇÕES NO PLANO 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender o efeito das rotações no plano em torno 
da origem; 


verificar que estas rotações são exemplos de matrizes 
ortogonais. 


Álgebra Linear II | Rotações no Plano 


Pré-requisito 
Aula 10. 
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ROTAÇÕES NO PLANO 


Neste capítulo vamos construir um tipo de matriz ortogonal muito 
importante de ordem 2. São as matrizes que representam as rotações 
no plano em torno da origem. Primeiro, vejamos uma definição que 
generaliza um pouco o conceito de matriz ortogonal. 


Definição 11.1. 


Um operador linear T : R” —» R” é chamado operador ortogonal 
se, em alguma base ortogonal, ele é representado por uma matriz 
ortogonal. 


Vamos considerar, no plano cartesiano, uma rotação de 6 radianos 
em torno da origem O = (0,0). Denotaremos esta rotação por Ag. O 
operador Ag transforma o ponto (x,y) no novo ponto (x',y”) = Ag (x,y). 
A Figura 11.1 ilustra a ação de Ag, onde v = (x,y) é o vetor posição do 


ponto (x,y). 


Figura 11.1: Rotação de O radianos. 


Observe que o vetor v = (x,y) sofre uma rotação de 0 radianos em 
torno da origem. Convencionaremos que a rotação será no sentido anti- 
horário quando 6 for positivo e no sentido horário quando O for nega- 
tivo. 


Exemplo 11.1. 


Vamos verificar, geometricamente, a ação de uma rotação sobre um 


quadrado unitário de vértice na origem. 
Solução: 


Vamos considerar o quadrado unitário de vértices vo = (0,0), vi = (1,0), 
vw =(1,1)evs= (0,1). A ação da rotação Ag sobre os vértices desse quadrado 
são os pontos Ag (vo) = (0,0), Ag(v1), Ag (v>) eAg (va), que formam os vérti- 
ces de um novo quadrado de lado 1, como indica a Figura 11.2. 


Figura 11.2: Rotação de um quadrado unitário. 


Como as rotações são operadores lineares, Ag é representado por um ma- 
triz de ordem 2, que continuaremos denotando por Ag. Quando aplicamos a 
matriz Ag ao vetor v € R?, sua imagem Agv terá o mesmo comprimento do 
vetor v, isto é, 

Asvll = Ill. 


Portanto, é de se esperar que Ag seja uma matriz ortogonal. Vamos verifi- 
car isto na próxima propriedade. 


Teorema 11.1. 


A rotação de 6 radianos em torno da origem é representada pela 
matriz 
cos0 -—sen6 
Ag = 
senO cos60 


Demonstração 


Queremos expressar as coordenadas do ponto (x,y) = Ag(x,y) em 
função do ângulo 6 e das coordenadas do ponto v = (x,y). Inicialmente, 
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representamos o ponto (x,y) em coordenadas polares: 


À x=rcosq (11) 


y=rsenqy 
onde 
r= Iv = 2+ 
x 
tgp =" (x£0), 


onde q é o ângulo que o vetor v = (x,y) forma com o semieixo-x posi- 
tivo, conforme a Figura 11.3. 


Figura 11.3: Coordenadas polares. 


Agora, (x,y) = Ag(v) é a imagem do vetor v = (x,y) após a rotação 
de 6 radianos no sentido anti-horário (que consideraremos como o sen- 
tido positivo). Em forma matricial, temos: 


U)="0,). 


Mas, observando a Figura 11.4, 
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Figura 11.4: Componentes de (x',y) = Ag(v). 


vemos que ||Agv!|| = ||v|| = rr, assim, 
x =rcos(p +60) 
À y=rsen(p+0). (12) 


Lembrando das fórmulas trigonométricas de adição de arcos, 


cos(a+b) = cosa cosb = sen a sen b 
sen(a+b) = sena cosb+sen bcosa, 


e aplicando-as em (11.2), obtemos que 


x =rcos(p +60) =rcosy cos0 —rsenq sen 0 
y =rsen(p +60) =rsenqy cos0+rcosq send, 


o que nos dá, substituindo (11.1) nas equações acima, 


ds o 
À x =xcos6 —y sen O (1.3) 


y =ycos6 +xcos6. 


Usando a notação matricial, as equações (11.3) podem ser represen- 


tadas por 
xX ) | cos0 —sen0 x 
y /' | sen0 cos6 A 
Assim, a matriz Ap, da rotação de O radianos em torno da origem, é 
dada por 


— | cos0 —sen6 
9” | sen8 cos6 


Observe que as linhas de Ag : (cos0, —- sen 8) e (senO,cos 0), for- 
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mam uma base ortonormal de R?, assim como as suas colunas. Conse- 
quentemente, Ag é uma matriz ortogonal. 


CQD 


Exemplo 11.2. 


Determine as coordenadas dos vértices do quadrado unitário da Fi- 
gura 11.2, após este sofrer uma rotação de 7/4 radianos (45 graus) em 
torno da origem e no sentido anti-horário. 


Solução: No caso 0 = 7/4, a matriz rotação é dada por: 


cost/4 —senm/4 | n | v2/2 —v2/2 E 


Rs cosm/4 | | v2/2 2/2 


Os vértices do quadrado são: vo = (0,0),vi = (1,0), v> = (1,1) e 
vs = (0,1).  Denotamos as imagens desses vértices por: uy = Avo, 
u, = Avi, u2 — Av> eus — Ava. Assim, temos que 


eem=[38 208) =(8) 


u=am= [a aj |(o )- (an) 


nem [8 BED) 


am 88 REAR) 


Portanto, as coordenadas dos vértices do quadrado unitário, após sofrer a 
rotação de 7/4 radianos (45 graus), são: 


uo = (0,0); u; = (V2/2,2/2); u = (0,02) eus = (—v2/2, 2/2). 


A Figura 11.5 ilustra os dois quadrados, antes e após a rotação. 
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Figura 11.5: Rotação de 7/4 radianos do quadrado unitário. 


Com relação a este último exemplo, vale a pena fazer a seguinte observação 
sobre notação. Denotando os vértices vo, V1, V2 e v3 do quadrilátero inicial 
através da matriz 2 x 4 dada por 


Vemos que a imagem dos vértices desse quadrilátero pela ação da matriz 
A = Ar/4 é simplesmente um produto de matrizes: 


A-D=C. 


Observe que C é uma matriz 2 x 4 e suas colunas são exatamente os vértices 
do quadrilátero imagem. De fato, 


v2/2 —V2/2 o E RR 
v2/2 oi] 
. [o v2/2 0 -—v2/2 
- Lo var va va | 


AD = | 


Esta notação tem a vantagem de acelerar os cálculos a serem efetuados e 
será utilizada novamente no próximo capítulo. 
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Exercício 11.1. 


1. Determine a imagem dos vértices da figura abaixo após uma ro- 
tação de 7/4 radianos. Os vértices são: vi = (1,1);v> = (5,1); 
va = (5,3);va = (4,3); vs = (3,2);ve = (2,3)e vz = (1,3). 


2. Verifique que duas matrizes de rotação no plano comutam. Qual 
o ângulo resultante desta composição? 
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Aula 1 D, | é 


REFLEXÕES NO PLANO 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender o efeito das reflexões no plano com res- 
peito a uma reta; 

verificar que estas reflexões são exemplos de matrizes 
ortogonais. 


Álgebra Linear II | Reflexões no Plano 


Pré-requisitos 
Aulas 10 e 11. 
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REFLEXÕES NO PLANO 


Nesta aula, estudaremos mais um importante exemplo de matriz or- 
togonal de ordem 2. Estudaremos as matrizes ortogonais que repre- 
sentam as reflexões no plano com respeito a uma reta L passando pela 
origem. Se v € Rº é um vetor qualquer, denotaremos por Fy (v) a re- 
flexão do vetor v com respeito à reta L, como ilustra a Figura 12.1 
abaixo. 


Figura 12.1: Reflexão com respeito à reta L. 


Observe que a reflexão Fi preserva o comprimento do vetor v, isto 
é, 
HF (v) Il = Ilvil, 


e, portanto, veremos que essa reflexão é mais um exemplo de uma ma- 
triz ortogonal. 


Exemplo 12.1. 


: dos 40 —1 0 
Mostre que as matrizes A = eB= repre- 
O = Did 
sentam reflexões com respeito ao eixo-x e com respeito ao eixo-y, res- 
pectivamente. 


Solução: 


Lembre que o eixo-x é a reta de equação cartesiana y = 0 e o eixo-y é a 
reta de equação x = 0. Dado v = (x,y) € R2, temos que 


CR 
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À 
V=(*,7) Bv=(x)) V=(2,7) 


Road x 
Av=(*,9) 
Figura 12.2.a: Reflexão no eixo-x. Figura 12.2.b: Reflexão no eixo-y. 


Portanto, A(x,y) = (x, —y), o que caracteriza uma reflexão com respeito 
ao eixo-x, como ilustra a Figura 12.a. E, analogamente, B(x,y) = (—x,y) 
caracteriza a reflexão com respeito ao eixo-y, como mostra a Figura 12.b. 


Exemplo 12.2. 


Verifique a ação das reflexões do Exemplo 12.1 sobre um quadrado 
unitário de vértice na origem, como mostra a Figura 12.2. 


Figura 12.2: O quadrado unitário. 


Solução: 


O quadrado unitário da Figura 12.2 tem como vértices vo = (0,0), 
vi = (1,0), v> = (1,1) eva = (0,1). Vamos representar esses quatro vértices 
pela matriz 
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como foi visto no final da Aula 11. 


1º Caso: Reflexão com respeito ao eixo-x. Sabemos que essa reflexão é 
representada pela matriz 


Figura 12.3: Reflexão no eixo-x do quadrado unitário. 


A imagem dos vértices do quadrado, pela ação da reflexão com respeito ao 
eixo-x, é dada pela matriz 


1 DORA ci O ado dO 
oo A -1 |" 


ou seja, a imagem é um novo quadrado de lado unitário e de vértices 
Avo = (0,0), Avi = (1,0), Av> = (1,—1) e Avs = (0,1), como mostra a 
Figura 12.3. 


2º Caso: Reflexão com respeito ao eixo-y. Sabemos que essa reflexão é 
representada pela matriz 
-1 0 
B= : 
o 
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Figura 12.4: Reflexão no eixo-y do quadrado unitário. 


A imagem dos vértices do quadrado, pela ação da reflexão com respeito ao 
eixo-y, é dada pela matriz 


-10][0110 0-1 -10 
Bos oleo RR 


ou seja, a imagem é um novo quadrado de lado unitário e de vértices 
Bvo = (0,0), Bv, = (—1,0), Bv> = (—1,1) e Bvs = (0,1), como mostra a 
Figura 12.4. 


Exemplo 12.3. 


a. Obtenha a matriz que representa a reflexão com respeito à reta 


Liy= 
b. Verifique a ação desta reflexão sobre o quadrado unitário da Figura 
122: 
Solução: 


a. A transformação que representa a reflexão com respeito àretaL:y = —x 
é dada por 
EK:R SR? 
Fi(x,y) — (= =*) , 


como ilustra a Figura 12.5. 
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Figura 12.5: Reflexão na reta L :y = —x. 


E) (4 6) 


então a matriz que representa esta reflexão é dada por 


BE pol 


Como 


. O quadrado unitário da Figura 12.2 tem como vértices vo = (0,0), 


vi = (1,0), v> = (1,1) e vs = (0,1). Como no Exemplo 12.2, pode- 
mos representá-los pela matriz 


D=[ vo Vi V2 vi l=[ 


0110 
Ds A oo 


A imagem dos vértices do quadrado, pela ação da reflexão E, é dada 
pela matriz 


cofto)fps isa 


b) 


-1 0/1/0011 0 —-1 -1.0 


ou seja, a imagem é um novo quadrado de lado unitário e de vértices 
Evo = (0,0), Ev; = (0,—1), Ev> = (—1,—1) e Evs = (—1,0), como 
mostra a Figura 12.6. 


Figura 12.6: Reflexão do quadrado unitário na reta L :y = —x. 


Uma observação interessante sobre a matriz E do exemplo anterior é 
que ela pode ser escrita na forma 


= (S- 
- Can van ) (o 1) (ar var ) 


Neste produto, a matriz 


(vp Ep 
Ama (aja var) 


representa uma rotação de x 4 radianos (45 graus) em torno da origem 
e, consequentemente, 


AT = v2/2 v2/2 =A — A! 
n/4 —v2/2 v2/2 = *A-n/4 —“Ar/4 
Geometricamente, a matriz As /4 transforma a reta L :y = —x no eixo-x, 


isto é, na reta y = 0, e a matriz 


P=(o 1) 


representa a reflexão com respeito ao eixo-x, como foi visto no Exemplo 
12.1. Portanto, a matriz 


E= Aja -F-Azja (12.1) 


é o resultado de se aplicar uma rotação de 7/4 radianos, seguida de 
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reflexão no eixo-x e seguida de outra rotação de — 7/4 radianos, como 
ilustra a Figura 12.8. 


Figura 12.8.a: AretaL:y=—x. Figura 12.8.b: Após a rotação 
Ara 


Figura 12.8.c: Após a reflexão no eixo-x. Figura 12.8.d: Após a rotação 
“ 
Arja = A qja 


Assim, expressamos a reflexão E como um produto de três matrizes 
ortogonais. No entanto, essa não é a única forma de expressar a matriz 
E como um produto de matrizes ortogonais. Observe que se fizermos 


uma rotação de 0 = —7/4, aretaL:y = —x será transformada no eixo-y 
(isto é, na reta x = 0). Assim, a matriz E que representa a reflexão na 
reta L:y = —x pode ser escrita como 


e=(ãe van ) (0 1) ( vim van ) 


ouseja, E = A 9-B-Ag é um outro produto de três matrizes ortogonais, 


onde B= ( = 


01 ) é a reflexão no eixo-y. Portanto, essa forma de 
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expressar a matriz E como um produto de três matrizes ortogonais não 
é única. 


Exemplo 12.4. 


Determine a matriz F que representa a reflexão com respeito à reta 
L:y= 3x. Determine, também, a imagem do ponto P = (3,1) por 
esta reflexão. 


Solução: 


Vamos proceder de forma análoga à do exercício anterior. Primeiramente, 
vamos fazer uma rotação em torno da origem de modo que a reta L:y = v'3x 
seja transformada no eixo-x. Não é difícil ver que precisamos fazer uma 
rotação de 6 = —7/3 radianos. Observe que o ângulo que a reta L forma 
com o semi-eixo-x positivo é 7/3 radianos, conforme a Figura 12.9. 


rien 


Figura 12.9: Rotação de 0 = — 7/3 radianos. 


Esta rotação é representada pela matriz 


tma=( cito Cla) 


cuja inversa é dada por 


a 1/2 —-V3/2 5 
Aja = ( v32 1/2 ) ado: 


Agora, a matriz que representa a reflexão no eixo-x é dada por 


F-(0 E 
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Portanto, a matriz que representa a reflexão na reta L :y — v/3x é dada por 


E = An FA gs 
= Ar F A q/3 


Es UC 
É Bo dO 


A imagem do ponto P = (3,1), após uma reflexão na reta L :y — 3x, é 


em-(HR CDA) 


Fo PS 031) 


Figura 12.10: Reflexão de P= (3,1) naretaL :y = v'3x. 


&» Dada uma reta L passando pela origem, nem sempre é fácil obter uma 
expressão simples para o ângulo que ela forma como o eixo-x. Por 
isso, vejamos uma outra forma para se obter a matriz E que representa 
a reflexão nessa reta L. Inicialmente, vamos analisar como isso é feito 
para o exemplo anterior, ou seja, determinar a matriz E que representa 
uma reflexão na reta L:y — 3x. 


Escolhemos a seguinte base ortonormal 8 = (vi,v>) de R?, onde 
vi = (1/2,3/2) é um vetor tangente à reta L:y-v3e 
v2= (—v3/2,1/2) é um vetor normal à reta L, como indica a Figura 
12.11. 
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Figura 12.11: Base ortonormal 8 = (vi,v>). 


Como a matriz E representa a reflexão com respeito à reta L, temos 
que 
Ev =vi=1-v,i+0-we 
Ev2=—v2=0-vi +(—1)-vo, 


conforme a Figura 12.11. 
0 


É a 
L com respeito à base B. A matriz 


(ur IPO 
a= (aja yo) bd 


é a matriz mudança de base, da base 8 = (vi,v>! para a base canônica 
(e1,e2). Logo, pela teoria de mudança de base vista no curso de Algebra 
Linear I, a matriz E é dada por 


Assim, F — ( ) é a matriz que representa a reflexão na reta 


E = A-F.Al=A-F.A 


RE UC 
“ yo a/2) 


De um modo geral, a matriz E que representa a reflexão, com res- 
peito a uma reta L passando pela origem, é dada por 


E=P.[Elp-P, 


AULA E MÓDULO 1 


123 


Álgebra Linear II | Reflexões no Plano 


124 CEDERJ 


onde 8 = (v1,v>) é uma base ortonormal de R2 em que 


vj é um vetor unitário tangente à reta L, 
v> é um vetor unitário normal à reta L, 


e a matriz 
P= [vi vo], 


cujas colunas são os vetores v; e v>, é a matriz mudança de base, da base 
B = tvi, v2) para a base canônica (e,,e>), e a matriz [E] é a matriz 
que representa a reflexão na reta L com respeito à base B = (vi,v>h, 


dada por 
1 0 


Ev =vi=1l-v;i+0-we 
Evo = —vo =0-vi+(—1)-vo, 


pois, 


como ilustra a Figura 12.11. Observe também que sendo P uma matriz 
ortogonal então, P-! — Pt, 


Exercício 12.1. 


1. Determine a matriz E que representa a reflexão na reta 
L:3x+2y=0. 


2. Determine a matriz B que representa a reflexão com respeito à 


reta y = —2x. 


3. Determine a imagem dos vértices da figura abaixo após uma re- 
flexão na reta y = —2x. Os vértices são: 
VI ds 1),v> E (4,1) ev3 = (8): 


Aula 13 : 


PROPRIEDADES DAS ROTAÇÕES É 
REFLEXÕES NO PLANO - 12 PARTE 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender algumas propriedades geométricas das ma- 
trizes de rotação e reflexão; 

compreender a diagonalização das matrizes de rotação 

e reflexão. 
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PROPRIEDADES DAS ROTAÇÕES E 
REFLEXOES NO PLANO -— 12 PARTE 


Pré-requisitos 
Aulas 10, 11 e 12. Nesta aula, vamos mostrar algumas propriedades elementares das 
matrizes ortogonais 2 x 2. Nas aulas anteriores, vimos que as rotações 
e as reflexões são exemplos de matrizes ortogonais. Veremos que estas 
são as únicas matrizes ortogonais de R2, 


Vamos considerar o espaço vetorial R? junto com o produto interno 
usual, visto na Aula 9. Queremos então responder à seguinte pergunta: 
quais são as matrizes ortogonais de ordem 2, isto é, quais as matrizes de 
ordem 2 que preservam o produto interno ou, ainda, para quais matrizes 
AE M>(R) vale que 


(Au, Av) = (u,v) para todo u,v E R?? 


Dada uma matriz ortogonal A de ordem 2, sejam e; = (1,0) e 
e; = (0,1) os vetores unitários da base canônica de R?, Denotamos Ae; 
a imagem do vetor e; pela matriz 4. Sendo A uma matriz ortogonal, 
vale que 
Ras PEDE ei o o O 
isto é, Ae; também é um vetor unitário, como ilustra a Figura 13.1 


(cosa,seno) 


Figura 13.1: A imagem Ae; do vetor e. 


Denotamos por 6 o ângulo formado pelo vetor Ae; e o semieixo-x 
positivo (Figura 13.1). Assim, 


Ae, = (cos0, sen 6) 
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é a primeira coluna da matriz ortogonal A E M>(R), isto é, 


cos0 x 
Ri ( senO x ) 


Vejamos, agora, o que acontece com o outro vetor e, da base canônica. 


Se Ae denota a imagem do vetor e> pela matriz ortogonal À, temos que 
| Aes|| = ||ez]| = 1. 
Além disso, 


(Ae1,Ae>) = (e1,e2) — 0, 


e isto quer dizer que o vetor Ae, é ortogonal ao vetor Aej. Assim, 
teremos duas possibilidades para este vetor, como mostra a Figura 13.2. 


Ae, Ae, 


Ae, 


a. Primeiro caso. b. Segundo caso. 


Figura 13.2: As duas possibilidades para o vetor Ae,. 


Podemos observar que o ângulo que o vetor Ae, forma com o eixo-x 
é iguala O + 5 (Figura 13.2.a) ou igual a O — 5 (Figura 13.2.b). Sendo 
assim, o vetor unitário Ae, pode ser escrito na forma 


Ae, = (cos(0+ 7/2), sen(0 +7/2)) 
o 
Ae, = (cos(0 “2/9), sen(60 — m/2)). 


Aplicando as fórmulas de adição de arcos da Trigonometria, temos 
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que 
cos(0 + 7/2) = — sen O 


( ) 
sen(0 + 7/2) = cos6 
cos(0 —- 7/2) = sen 0 
sen(0 —- 7/2) = — cos6, 


logo, o vetor Ae, pode ser escrito na forma 


Ae, = (— sen0, cos6) 
ou 
Ae, = (sen0, — cos 0). 


Consequentemente, a segunda coluna da matriz A é dada por 
— sen O no sen O 
cos O — cos0 /' 
Assim, temos duas possibilidades para a matriz ortogonal A de or- 
dem 2: 
cos0 -—sen6 cos0  senô 
falo cos 0 ) uA=( as Roo 


Portanto, esta discussão responde à nossa pergunta inicial que pode 
ser resumida no seguinte teorema. 


Teorema 13.1. 


Uma matriz A € M>(R) é ortogonal se e somente se existe um número 
O tal que 
es — sen6 ) 
sen O cos O 
ou 
ds ( cos0  sen6 ) 
sen6 -—cos6 )' 
Geometricamente, considerada como uma transformação linear de 
R? em Rº, a matriz 
pn — senQ ) 
sen O cos O 


descreve uma rotação em torno da origem, mais especificamente, des- 
creve uma rotação de um ângulo O em torno da origem, respeitando a 
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convenção da rotação ser no sentido anti-horário quando O for positivo 
e no sentido horário quando O for negativo. Veja a Figura 13.3. 


Figura 13.3: Rotação de um ângulo O entre e; e Aei. 
Por outro lado, a matriz 
p= [ cos O  senô 
"À senô —cos0 


descreve a reflexão com respeito à reta que faz ângulo de 0/2 com o 
semieixo positivo dos x. Veja a Figura 13.4. 


Figura 13.4: Reflexão na reta que bissecta o ângulo 0 entre ey e Aei. 


Vejamos, agora, algumas propriedades elementares das matrizes or- 
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togonais de ordem 2. No que segue, denotaremos por 


as cos6 —sen O 
9 A seng cos 


a matriz que representa a rotação de 6 radianos em torno da origem, e 


por 
cosp  senq 
Bo — 
senyp —cosq 
a matriz que representa a reflexão com respeito à reta que forma um 
ângulo de q /2 com o semieixo-x positivo. 


Teorema 13.2. 


1. det(Ag) = 1 e det(Bç) — —1. 


2. Ag =A ge Bç!=Bo. 


Demonstração 
1. Sendo 
— ([ cos0 -—senO — ( cosp senq 
Ao ( o o. etçs E 
temos que 
det(Ag) = cos? 0 +sen?60 = 1 
e 


det(Bp) = — cos? p + sen? q = —1. 


2. Do curso de Álgebra Linear I sabemos que se 


ab 
As a): 


então sua inversa é dada por 


gia Mi d -b 
“dtAl-c aj 


Aplicando essa fórmula à matriz Ag, obtemos 
Al - cos0 sen 6 
9 —sen0 cos0 )' 
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pois det(Ag) = 1. 


Como 
cos(—-0) = cos0 e sen(—-0) = — sen 6, 


então, obtemos 
Ao cosô send 1 [ cos(-0) —sen(-0) 1 + 
9 —sen 6 cos6 sen(—-0) — cos(—6) 


= Ao 


Isto é, Ab! é uma rotação do ângulo —6 radianos. 
Analogamente, como det(Bo) — —1, temos 


Bl - 1 / —-csp -seny ) [ cosp senp 1 | 
Pp 11)-snqç cosp/ Àsenqy -cosp )/. 


Exemplo 13.1. 


Mostre que Ag possui apenas autovalores reais se e somente se 
9 = nx com n € Z. 


Solução: 
O polinômio característico de Ag é dado por 


x— cos 6 sen O 


dei(xlp — Ao) = —senÔ x-—cos0 


= (x—cos0)? +sen? 6 
= x2-2(cos60)x+cos? 0 + sen? 9 
= xº-2(cos0)x+1. 


Este polinômio possui raízes reais se e somente se A = 4cos20 — 4 > 0, ou 
seja, se e somente se cos? 6 > 1. E como cos? 6 assume valor máximo 1, então 
cos2 6 > 1 see somente se cos?60 = 1. E cos26 = 1 se e somente se cos0 = 1 
ou cos60 = —1. E isto acontece se e somente se O = nx com n € Z. Portanto, 
a matriz Ag tem de ser da forma 


10 —1 0 
ao= (91) oumo ( Ai 


cujos autovalores são 1 e -1, respectivamente. Logo, se o ângulo 6 não for 
múltiplo de x, a matriz rotação Ag não possui autovalores reais e, portanto, 
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não é diagonalizável. Quando 0 = nx, com n € Z, temos que a matriz Ag é 
diagonalizável. 
Exemplo 13.2. 
Calcule os autovalores da matriz reflexão By e mostre que ela é 
diagonalizável. 
Solução: 
O polinômio característico de By é dado por 
x—cosp —senq 
det(xlo — B — 
(eb — Bo) —senp x+cosy 
= (x-cosp)(x+cosqy)-— sen? q 
= x-cosp-sen'q 
= 2-1. 
Portanto, os autovalores de By são A — 1 e À) = —1. Como Bç possui 


dois autovalores distintos, segue que Bç é diagonalizável. 


Exercício 13.1. 


1. Verifique que toda matriz de reflexão By pode ser escrita como 
o produto de uma matriz de rotação pela matriz de reflexão no 
eixo-x. 
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Aula 1 A | 


PROPRIEDADES DAS ROTAÇÕES É 
REFLEXÕES NO PLANO -— 22 PARTE 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender algumas propriedades geométricas das ma- 
trizes de rotação e reflexão; 

compreender a diagonalização das matrizes de rotação 

e reflexão. 
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Pré-requisitos 
Aulas 10, 11,12 e 
13. 
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PROPRIEDADES DAS ROTAÇÕES E 
REFLEXÕES NO PLANO - 22 PARTE 


Nesta aula veremos como se comportam as transformações de ro- 
tação e reflexão no plano quando combinadas entre si. É fácil verificar 
que o produto de matrizes ortogonais é novamente uma matriz ortogonal 
(Exercício 1). Mas no caso específico de matrizes de ordem 2 é possível 
calcular estes produtos e interpretá-los geometricamente. 


Nas aulas anteriores, para cada 6 E RR, trabalhamos com as matrizes 
cos60 -—sen 0 cos sen 
Ag= e Bp= dá IE 
sen O cos O senyp —cosq 


Geometricamente, a matriz Ag representa uma rotação de 6 radianos 
e a matriz By representa uma reflexão com respeito à reta que forma um 
ângulo de q /2 radianos com o semieixo-x positivo. 


Queremos determinar como essas matrizes se comportam com res- 
peito à multiplicação, isto é, como se comportam as matrizes 


Vamos ver, inicialmente, o que estes produtos significam geometri- 
camente e, em seguida, vamos determinar sua descrição algébrica: 


a. Os vetores da b. Uma rotação de q. c. Depois, uma 
base canônica. rotação de 6. 


Figura 14.1 


Para obter a descrição algébrica de AgAç, vamos precisar, mais 
uma vez, das fórmulas de adição de arcos: 


cos(a +b) = cosacosb — senasenb e 
sen(a +b) = sen acosb + sen b cosa. 


Algebricamente, temos que AgÃç = Ag + q» Pois 
bis cos0 —sen 0 cosp —senq 
pI seng cos6 senp — cosq 


-* [ cos6cosp—sen O senyp —cos0 senqy —sen O cosqy 
“À sen6cosp+cosBseny —sen O sen p+cosOcosqy 


E ( cos(0+q) —sen(0+ q) ) 
“A sen(0+9) -cos(0+q) 


= Ag+ç - 


Observe que AgÃç = Ag + q = Ap+o = AçÃo e isto quer dizer que 
as matrizes Ag e Ap comutam. Também são válidas as igualdades 


Ag = AgÃo = Agro = Ao 


3 2 
Ag = AgÃo = Avg +0 = Asg 
e, assim, sucessivamente. 
2. AgBy: Temos, aqui, uma reflexão com respeito à reta que forma 


um ângulo de q /2 radianos com o semieixo-x positivo seguida de 
uma rotação de O radianos. Veja a Figura 14.2. 


a. Os vetores da b. Uma reflexão em qy/2. c. Depois, uma 
base canônica. rotação de 6. 


Figura 14.2 
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Algebricamente, temos que AgBçy = Bo +q» O que nos dá uma 
nova reflexão, agora, em torno da reta que forma um ângulo de 
(9 + q)/2 radianos com o semieixo-x positivo. Vamos verificar 
isso: 


ASBR cos0 -—sen 0 cosp  senqy 
pI seng cos0 senp —cosq 
-* [ cos60cosp—- sen O senqy cos6 senp+sen O cos 
“À sen6cosp+cos6 senqy sen Osenqy-—cosbcosqy 


= ( cos(0+p) sen(0-+q) ) 
“A sen(0+9) —cos(0+q) 
= Bo+q - 


3. ByAg: Temos, agora, uma rotação de O radianos seguida de uma 
reflexão com respeito à reta que forma um ângulo de q /2 radianos 
com o semieixo-x positivo. Veja a Figura 14.3.. 


BA, JE 


a. Os vetores da b. Uma rotação de 6. c. Depois, uma 
base canônica. reflexão em qy/2. 


Figura 14.3 


Algebricamente, temos que BçÃo = By-6, O que nos dá uma 
nova reflexão, agora, em torno da reta que forma um ângulo de 
(p — 0)/2 radianos com o semieixo-x positivo. Vamos verificar 
isso: 


BA =( Csp seny cos0 —sen 0 
to senqy —cosq sen6 | cos6 
-* [ cospcos0+sen q sen6 —cosq senO +sen q cos O 
“À senpcos0 —-cospsenO —sen q sen O — cosqpcos O 


o ( cos(p—- 0)  sen(p-—0) ) 
“Asen(p—-0) —cos(p— 0) 


=— Bo-6 . 


Como, em geral, Bo+o / By-0, temos que AgBp * BçAg, ou 
seja, as matrizes Ag e By não comutam em geral. 


- B6Bçq: Nesse último caso, temos uma reflexão com respeito à reta 
que forma um ângulo de q /2 radianos com o semieixo-x positivo 
seguida de outra reflexão com respeito à reta que forma um ângulo 
de 6/2 radianos com o semieixo-x positivo. Veja a Figura 14.4. 


BoBç& 


a. Os vetores da b. Reflexão em q/2. c. Depois, reflexão 
base canônica. em 0/2. 


Figura 14.4 


Algebricamente, temos que B6Bçp — Ag -q, O que nos dá uma 
rotação de 0 — q radianos, pois 
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BB. = cos0  seng6 cosp  senqy 
92p À seng —cos6 senyp —cosq 
-* [ cos60cosp+-sen O seny cos6 senp —sen O cosq 
“À senOcosp—cos6 senqy sen O senp+cosdcosqy 


= ( cos(0 —- q) —sen(0 —- q) ) 
sen(0—-qp) cos(0-q) 


— Ag-q . 


Como, em geral, Aç+o 7 Ag-q» temos que B6By Z ByBo, OU 
seja, as matrizes By e By não comutam em geral. 


Resumindo, temos as seguintes igualdades: 


AgÃp = Agro 
AoBp = Borp 
BoÃo = Bo-0 
BoBp = Agp; 


as quais podemos interpretar como: rotação seguida de rotação 
é uma rotação; reflexão seguida de rotação é reflexão; rotação 
seguida de reflexão é reflexão e reflexão seguida de reflexão é 
rotação. 


Exemplo 14.1. 


Calcule a imagem do quadrado unitário, veja a Figura 14.5, quando 
refletido na reta y — 3x e, em seguida, rodado de um ângulo de 7/3 
radianos. 


Solução: 


O quadrado unitário tem vértices vo = (0,0), vi = (1,0), v> = (1,1) e 
v3 = (0,1). Veja a Figura 14.5. 
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Figura 14.5: O quadrado unitário. 


Como a reta y = V'3x tem coeficiente angular 3 = tg (7/3), ela forma 
um ângulo de 7/3 radianos com o semieixo-x positivo. Veja a Figura 14.6. 


Figura 14.6: Inclinação com ângulo de q/2 = 7/3. 


A um ângulo de inclinação de q/2 = 7/3 radianos da reta de reflexão, 
corresponde uma matriz de reflexão By com y — 27/3. Assim, sabemos que 
a matriz que representa a reflexão com respeito à reta y — 3x é dada por 


o cos(27/3) en(27/3) )  ( —1/2 3/2 
Bomj3 = ( OR — costem/3) ) = ( v3/2 1/2 ) 


A matriz de rotação de ângulo 6 = 7/3 radianos é dada por 


o cos(m/3) —sen(m/3) N 1/2 —V3/2 
Arj3 = Gus cos(7/3) jeto al 
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Agora, do que acabamos de ver, 


—1 0 
peag = Ba ( 0 ar 


que é a reflexão no eixo-y. Se representarmos o quadrado unitário pela matriz 
2x4 


Ar/3Boxj3 = B 


D= [vo vi v> vs), 


cujas colunas são os vértices do quadrado, sua imagem é dada por 


(Az /3B>x/3)(D) = BD 
NC MAÇA Ra 
= ( 01 ) ( RR ) 
O —1 1/0 
É 0 11 ). 
Ou seja, a imagem é o quadrado unitário de vértices (0,0), (—1,0), (—1,1) 
e (0,1). Veja a Figura 14.7. 


(Lo) 00) E: 


Figura 14.7: Quadrado imagem. 
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Exercício 14.1. 


1. Mostre que o produto de duas matrizes ortogonais é matriz orto- 
gonal. 


2. Determine a imagem dos vértices da figura abaixo após uma re- 
flexão com respeito à reta y = —x, seguida de uma rotação de 7/4 
radianos. Os vértices são: vi = (1,1); v2 = (4,1); 
Ya =(4,3hva-(B 3) vo Deve (12). 


AULA Ea MÓDULO 1 
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Aula 15 : 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS — 12 PARTE 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


aplicar os conceitos de ortogonalidade vistos nas Aulas 
9a 14; 


aplicar as propriedades de ortogonalidade vistas nas 
Aulas 9 a 14. 


Álgebra Linear II | Exercícios Resolvidos — 12 Parte 


Pré-requisitos 
Você deve ter 
claras as ideias 
apresentadas nas 
Aulas 9 a 14. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS — 12 PARTE 


Antes de prosseguirmos com o estudo das matrizes ortogonais de 
ordem 3, faremos uma pequena pausa na apresentação para exercitar- 
mos o conteúdo visto até agora. Nas próximas duas aulas, você terá 
a sua disposição uma lista de exercícios para tentar resolver e, depois, 
conferir com as soluções apresentadas. 


A ideia é que você, primeiro, tente resolver cada um dos exercícios, 
usando, se necessário, as anotações das aulas anteriores, e só depois 
de obtida a sua própria solução, compare-a com a solução apresentada 
aqui. Caso você não consiga resolver algum exercício, não se aflija 
e leia atentamente a solução correspondente. Também não hesite em 
procurar ajuda do tutor. 


Exercício 15.1. 


1. Determine o valor da constante k E R para que os vetores 
u=(1,2,k3)ev = (3,k,7,-—5) sejam ortogonais. 


2. Mostre que u; = (2,-3) eu, = (6,4) formam uma base ortogo- 
nal de R?, Determine as componentes de w = (9, —7) nesta base. 
Construa uma base ortonormal de R2 usando os vetores u; e u. 


3. Verifique que os vetores u = (1,0,1), u = (-1,4,1) e 
us = (2,1,-2) são ortogonais. Construa uma base ortonormal 
de Rº partindo de u;, u> e us. 


4. Sejau = (1,2) ER?. Descrevao conjuntoS= (ve R?| (u,v) = 
0). Mostre que S é um subespaço vetorial de R? e determine uma 
base para S. 


5. Repita o exercício anterior no caso de u = (1,2,1) E Rº. 


(INE 2/5), 
6. Mostre que a matriz 4 = ( 2/ VR! / V5 é ortogonal. 


1/9 8/9 —4/9 
7. Mostre que A = | 4/9 —4/9 —7/9 | é uma matriz ortogo- 
8/9 1/9 4/9 


nal. 


8. Determine todos os valores x, y € R, de modo que a matriz 


A= ( E É ) seja ortogonal. Em cada caso, identifique se 


a matriz A representa uma rotação ou uma reflexão. 


SOLUÇÕES 


1. Sendo u e v ortogonais, temos que (u,v) = 0. Como 
(u, v) — ((L, 2 k, B); (3 k, ER —5)) b) 


então 
9k—-12=0 
k=—. 
3 
2. Como os vetores u; e u> são ortogonais, pois 


(u;,U2) se ((2,—3), (6,4)) = 2:65(=8) 4=0, 


eles são linearmente independentes em R?. Sendo R? um espaço 
vetorial de dimensão 2, segue que (uy, u> + é uma base de R2, 


Para determinarmos as componentes de w = (9, —7) nesta base, 
devemos encontrar escalares a e b, tais que w = au; + bus, ou 
seja, 

(9,-7)=a(2,-3) +b(6,4), 


o que nos leva ao sistema 


2a +6b =9 
—3a+4b = —7, 


cuja solução éa = 3 eb = 1/2. Portanto, na base B = (u,,u>), 
temos 


1 
W= Sm + 5 U2, 


isto é, w = [3,1/2]p. 


Já sabemos que fu,,u>! é uma base ortogonal de R2. Para trans- 
formá-la numa base ortonormal, basta normalizar u, e us. Como 


u||=/22+(-3)2 = v13 e 
ju2|| = v62+42 = v52=2v13, 


então os vetores 


u=-mi=(5 =) * 
E fill> LO vo 


u-2-(5 =) 
“ul AVDB' VB 
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formam uma base ortonormal de R2. 


3. Temos que 


(uy, U2) = 1,01); (—1,4,1)) =—-1+0+1=0; 
(us, E) = ((1,0,1), (2, 1,=2)) =2+0-2=0; 
(uo, Us) E ((—1,4,1), (Eds 2)) =-2+4-2=0. 


Assim, os vetores u;, U2 e u3 são ortogonais. Portanto, eles são 
linearmente independentes e, como IRê é um espaço vetorial de 
dimensão 3, segue que (u:,u2,uz3) é uma base ortogonal de Rê, 
Como no exercício anterior, para obter agora uma base ortonor- 
mal de Rê basta normalizar os vetores u;, uz e us. Verificamos 
que 


|uy|| = v2; |us||=3v2 e |us||=3. 


Daí, temos que 


Es e fado ae q std ed do 
Yi = Tui] (35,0,5);w> us] (= 55555) E 


. Temos que v = (x,y) E S se e somente se (u,v) = 0, onde 


u = (1,2), isto é, se e somente se 
x+2y=0, 


ou seja, quando x = —2y. Logo, S é formado por todos os vetores 
da forma v= (—2y,y), ye R, ou seja, S = (t(-2,1) |t E Rh. 
Assim, vemos que S é gerado pelo vetor (—2,1), ou seja, tem 
como uma base ((—2,1)); portanto é um subespaço vetorial de 
dimensão 1 (chamado complemento ortogonal do subespaço ge- 
rado por (1,2)). 


. O complemento ortogonal de u = (1,2,1) E Rº é composto dos 


vetores v = (x,y,2) € Rº, tais que (u,v) = 0, ou seja, 


(La; 1): (x,),2)) = 0, 


e, portanto, x+2y+z = 0, oux= —2y-—z. Assim, todos os 
vetores da forma 


v=(—-2y-2z,y,7) com y, zE R 


são ortogonais a u = (1,2,1). Logo, 


S = (fveRê| (u,v) = 0) 
= ((—2y —2,);2) |); Z E Rj 
= (y(-2,1,0)4+27(-1,0,1) |y, ze R+. 


Veja que o subespaço S é gerado pelos vetores linearmente inde- 
pendentes (—2,1,0) e (—1,0,1). Portanto, S é um subespaço de 
dimensão 2. Geometricamente, S é o plano de Rº pela origem 
gerado pelos vetores (—2,1,0) e (—1,0,1). 


. Temos que 


na = (HA VA) (UA A) 


= (01) 


logo, A é ortogonal. Observe também que as colunas de A são 
vetores ortonormais de R?. 


« Observe que as colunas da matriz 4, 


u=(5,5,5) u=(5,-5,9) us=(-5,-5,9) 
satisfazem: 


mai B 16,8 
Voa BL 
4 28 32 
=—— — — — > 0 
(Us) = 8 tai 
35-98 «dA 
Muy aa tar O 
ie 1 16 64. 
pic CAE ETTA 
64 dB 
= — e — = 1 
(u>,U2) E TRT 
= 16,49 16 
Bo a Co Cal 


Assim, (uy, u>,us3! é uma base ortonormal de Rº e, portanto, a 
matriz A é ortonormal. 
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8. Para que a matriz A = ( 


e 


“10 ) seja ortogonal, devemos ter 


(oc), (x, —1)) e ERA = ig logo, X= 0; 
((y,0), (,0)) = ye =1, logo, y=+1. 


Assim, obtemos as duas matrizes 


ne( 2 en=( 55) 
Como det(A,) = 1, temos que A; representa uma rotação. Logo, 
a=( 0 ie — sen 0 

-1 0 sen O cos 0 
Observando esta igualdade, temos que: 


sen6 = —1 
cos0=—0, 


logo, 6 = 37/2. Assim, A; é uma rotação de 37/2 ou, equivalen- 
temente, uma rotação de — 7/2. 


Por outro lado, det(A>) = —1 e, assim, As é uma reflexão. Logo, 
pe O. =11../ c080 . seno 
2-1 0) À seng -cos6 ) 
Observando a igualdade anterior, temos que: 


seng0 = -—1 
cos6 —0, 
logo, 0 = 37/2. Portanto, A é uma reflexão com respeito à reta 


: E O , 
que forma com o eixo-x um ângulo de 2 A Mas esta é a reta 
de equação y = —x. 


Aula 16 | : 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS — 22 PARTE 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


aplicar os conceitos de ortogonalidade vistos nas Aulas 
9a 14; 


aplicar as propriedades de ortogonalidade vistas nas 
Aulas 9 a 14. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS — 22 PARTE 


Nesta aula, continuaremos a sequência de exercícios iniciada na aula 
anterior. Salientamos que você primeiro tente resolver cada um dos 
exercícios usando, se necessário, as anotações das aulas anteriores, e 
só depois de obtida a sua própria solução, compare-a com a solução 
apresentada aqui. Caso você não consiga resolver algum exercício, não 
se aflija e leia atentamente a solução correspondente. Também não he- 
site em procurar ajuda do tutor. 


Exercício 16.1. 


1. Determine os valores m, n€ R para que a matriz A = 


Sa) 


seja ortogonal. 


2. Obtenha todas as matrizes ortogonais de ordem 2, tais que sua 
primeira coluna seja um vetor paralelo e com o mesmo sentido de 
u= (1,2). 


3. Obtenha uma matriz ortogonal de ordem 3, tal que sua primeira 
coluna seja um vetor paralelo a u = (1,2,2). 


Ed 7 
4. Seja a matriz A = 1 3 —5 |. Responda às seguintes per- 
—1 4 2 


guntas: 


a. Suas colunas formam vetores ortogonais de R?? 
b. Suas linhas formam vetores ortogonais? 


c. A é uma matriz ortogonal? 


5. Determine todas as matrizes ortogonais de ordem 2 da forma 
das ( 1/3 x > 
y z 


6. Determine todas as matrizes ortogonais de ordem 3, tais que suas 
duas primeiras colunas sejam vetores paralelos aos vetores (1,1,1) 
e (0, —1,1), respectivamente. 


7. Sejam A;y, A», B, e Bo matrizes de ordem 2, tais que: 


a. Ay é uma rotação de 7/6 radianos; 
b. A, é uma rotação de 57 /6 radianos; 


c. B, é uma reflexão com respeito à reta y = x; 


d. B> é uma reflexão com respeito à reta y = YBx. 


Calcule as matrizes AZ; Ai: BZ; A1By; AsBp; B4A1; Ay ! e B;!. 


AULA ES MÓDULO 1 


8. Sejam A e B matrizes ortogonais de ordem n. Mostre que: 


a. A! e A! são matrizes ortogonais; 


b. AB é uma matriz ortogonal. 


SOLUÇÕES 


1. As colunas de A são os vetores u = (m,n) ev = (2, $). Para 
que A seja ortogonal, devemos ter: 


lul= vm +17 =1 


e 


(uv) = (mon), (12,42))=0, 


o que nos dá o sistema 


m+yn=1 
m+n=0. 
Da segunda equação, temos n = —m e, substituindo na primeira 


equação, obtemos 2m? = 1, o que nos dá m = +12, Obtemos, 
assim, duas matrizes: 


ERA VE NE 
o E Rg 
A so ao] ao O 
Eds o 


Observe que A; é uma rotação e A, é uma reflexão. 


2. Normalizando o vetor u = (1,2), obtemos o vetor (de >), que 
será a primeira coluna da matriz desejada. Como a segunda colu- 
na (m,n) tem que ser ortogonal a u, obtemos os vetores (2. +) 


CEDERJ 151 


Álgebra Linear II | Exercícios Resolvidos — 22 Parte 


152 CEDERJ 


4. 


. Normalizando o vetor u = (1, 2, 2), obtemos o vetor ( 


set ; ; ; 
e ( VE! 3). Assim, obtemos as duas matrizes ortogonais 


E ade 
v5 v5 
Aj= Es e Ay = 2 
v5 v5 


12 5) 
. Ê : 32 32 3) 
que será a primeira coluna da matriz A. Para obter as outras 
duas colunas de A, vamos procurar dois vetores ortogonais a u 
que sejam ortogonais entre si e, depois, normalizá-los. O vetor 
v=(a, b, c) será ortogonal a u se e somente se (u, v) = 0, isto é, 
quando 
a+2b+2c=0. 


Podemos escolher (a, b, c) = (0, 1, —1). O terceiro vetor 
w = (x, y, Z) agora tem que satisfazer (u,w) = 0 e (v,w) = 0, 
ou seja, tem que satisfazer o sistema 


x+2y+22=0 
y—z=0, 


que é equivalente a 


Assim, obtemos 


(x, y, z) = (—4y, y, y) > (+4, I, Dy, JE R. 
Podemos escolher y = 1, obtendo (x, y, 2) = (—4, 1, 1). Normali- 


do os vetores (0, 1, 1) e (—4, 1, 1), obtem (o É 3) 
zando os vetores (0, 1, — —4, 1, 1), obtemos [0, —=, —= 
v2' 42 
—4 1 1 
el —=, — =, — |, respectivamente. Portanto, uma matriz 
(55 32 55) ? 
ortogonal A desejada é dada por 
ls. Ú —4/3/2 
A=| 2/3 1/2 1/3/2 
2/3 =1//2 1/342 


a. As colunas da matriz A podem ser representadas pelos ve- 


tores 


WU = (=), Up = (1,3,4) e Us = (2;=5,2); 


Temos 
(u,u2)=1+3-4=0 
(u,,U3) =7/—-5-2=0 
(us, us) =7/-—-1548-=0. 


Assim, as colunas de A formam um conjunto de vetores or- 
togonais. 


b. Calculando o produto interno entre a primeira e segunda li- 
nhas, obtemos 


(1, 1,7); (1,3, —5)) E dO a 5 f 0, 
e, portanto, as linhas de A não formam vetores ortogonais. 


c. As colunas de A formam vetores ortogonais, mas não são 
vetores unitários, pois 


ju ||=/12+2+(-1)2=vV371. 


Como as colunas de A não formam vetores ortonormais, 
então A não é matriz ortogonal. 


5. As colunas da matriz A são representadas pelos vetores u = (1/3,y) 


ev = (x,7). Da condição de u ter que ser vetor unitário, temos 
que 


1 
ul=5+2=1, 


o que nos dá y? = &, ouy = +22, Assim, a primeira coluna da 
matriz A pode ser representada por 


si OZ [1 -2v2 
o O a 


Sendo v = (x,z) vetor ortogonal a u e unitário, temos as quatro 


AULA ES MÓDULO 1 
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possibilidades para a matriz A: 


1. 22 1º 2mw2 
3 3 3 3 
2/2 1 ? 2/2 —1 ; 
3 3 3 3 
1º 22 1º =2/2 
3 3 3 3 
5 ou 25 a 
Bo “a Bi 3 


£3 Lembre que, na Aula 9, vimos que todos os vetores unitários 
ortogonais ao vetor unitário (a,b) são (—b,a) ou (b, —a). 


6. As primeiras duas colunas da matriz A serão os vetores (1,1,1) e 
(0, —1,1) normalizados, que denotaremos, respectivamente, por 
a DE 11) »p : 
=(5, ATA = —=,—= ). Para que a matriz A seja 
u= (das) ev = (055.05). Paraa 
ortogonal, a terceira coluna deverá ser representada por um vetor 
unitário w ortogonal a u e a v, por exemplo, 


i J k 
«5d E(45) 
W=UXV= 3 S) PRE RL Vê 
so v6 v6 v6 
A 
Assim, uma das possibilidades é 
1 0 2 
3 6 
AGIA 
[824 
v3 vê vê 


Há 8 matrizes, pois a primeira coluna pode ser u ou -u; a segunda 
coluna, v ou -v e a terceira coluna, w ou -w. 
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7. Como foi visto na Aula 11, 


AULA ES MÓDULO 1 


To cosdnç 3 
cost —sen& - 5 
Cine | anã age Jo dt ge E 
6 6 25 cd 
ST 5x 3 4 
cos ç sen . 3 5 
n/6 5m sm 1 VÃ 
sen 3 cos 5 E 


Por outro lado, a reta y = x forma uma ângulo de 7/4 com o 
eixo-x. Assim, usando a notação da Aula 14 para reflexões, temos 


5 — & e, portanto, O — 5. Logo, 
B=Br- cosr/2 sent/2) [/01 
1 Cm/2” À senn/2 —cosn/2 ) 11 0) 
Analogamente, a reta y = —x forma uma ângulo de 37/4 com o 


eixo-x. Assim, temos ç = 2 e, portanto, O — Sr, Logo, 


E e cos37/2  sen37/2 1 0 —1 
27 CmP” À senBr/2 =cos37/2) À=1 10 


Agora, pelas propriedades de composição vistas na Aula 14, vale 
que 


1 
p) 

AZ = Arjo' Ax/6 = Aoxj6 = Ax/3 3 a je 
2 


0 —1 
Aj = Agj6' Agjo' Axo — Asxj6 — Ar/2 — ( 10 ) ; 


10 
Bi=ByoBa Ag g=M=(0 1): 


-1 3 
2 2 
Abrs Aos Pan pi ads aa 
13 
2 2 
Ao - Bo = Aswj6' Baw/2 = Box | 3x =Brj3 = PER 
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1 3 
2 2 
B;:Aj = Br» 'Arig=B = Br3= ; 
1:44 n/2 “1n/6 Ro m/3 pk = 
y3 1 
4 4 2 2 
Ay =Arç=A-n/6= E ca 
2 2 


B;! = Bo, pois Bj =. 
8. a. Como A é matriz ortogonal, temos que A! = Aº. Assim, 
(AT = (AD! = (Ay, 
logo, A”! é matriz ortogonal. Analogamente, 
(A)! = (ADE = (A, 
e, portanto, A! também é matriz ortogonal. 


b. Como B é matriz ortogonal, vale que B-! — B!. Assim, 


(AB) | = pia Ee B'A! E (AB), 


logo, AB é matriz ortogonal. 
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Aula 17 é 


ROTAÇÕES NO ESPAÇO 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender o efeito das rotações no espaço em torno 
dos eixos cartesianos; 


verificar que essas rotações são exemplos de matrizes 
ortogonais. 


Álgebra Linear II | Rotações no Espaço 


Pré-requisitos 
Aulas 8,9, 10, 11, 
13e 14. 
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ROTAÇÕES NO ESPAÇO 


Nesta aula, vamos estudar algumas transformações ortogonais em 
Rº. Mais precisamente, faremos um estudo de matrizes ortogonais de 
ordem 3. Começaremos estudando as rotações do espaço euclidiano 
R?, porém, nos limitaremos às rotações em torno dos eixos cartesianos. 
Inicialmente, vejamos alguns exemplos. 


Exemplo 17.1. 


Uma rotação de 6 radianos em torno do eixo-z. 


Solução: 


Figura 17.1: Sentido positivo da rotação em torno do eixo-z. 


Convencionamos que o sentido positivo da rotação é o indicado pela Figu- 
ra 17.1. Denotaremos por v = (x,y,z) um vetor de Rê e por v = (x,y',7) 0 
resultado da aplicação em v de uma rotação de 0 radianos em torno do eixo-z. 
Veja a Figura 17.2. 


“aVE(X, 95 2) 
v=(%, Y, 2) e ; 


AULA E MÓDULO 1 


X 


Figura 17.2: Rotação de 6 radianos em torno do eixo-z. 


Observe que a terceira coordenada de v' = (x',y',7') deve ser igual à ter- 
ceira coordenada de v, ou seja, 2! = z. 


Nosso objetivo, agora, é calcular as coordenadas x e y' de v em função 
das coordenadas x, y e z de v e do ângulo 6. Para isso, observe que o ve- 
tor (x,y',0) é o resultado de aplicarmos uma rotação de O radianos ao vetor 
(x,y,0). Como esses dois vetores pertencem ao plano-xy então, pelo visto, na 
Aula 11, sabemos que 


x =xcos6 —y sen 6 
Y =ycos0 +xcos6, 


pois, quando trabalhamos no plano a matriz rotação de O radianos é dada por 
cos0 -—senô 
a cos 0 k 


Assim, usando notação matricial e o fato de que Z' = z, temos 


x cos -—senO O x 
y |=| sen6 cos6 0 y 
Z 0 0 1 Z 


Portanto, a matriz de ordem 3 que representa uma rotação de O radianos 
em torno do eixo-z é dada por: 


cos0 -—senO O 
A;(0)= | sen6O  cos6 O 
0 0 1 
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cos0 -—sen6 


Observe que o bloco superior da matriz, 
q p ( sen 0 cos 6 


, é uma ma- 


triz de rotação no plano-xy. É fácil identificarmos algumas propriedades da 
matriz A,(6): 


1. A,(0) é uma matriz ortogonal. 


De fato, as colunas formam uma base ortonormal de Rê. 
2. detA,(0)=1 
3. O polinômio característico de A,(0) é dado por: 


p(x) = det(xl;—A,(0)) = 


x— cos6 sen O 0 
— —senÔ x-—cos0 0 
0 0 x-—1 


(x— 1)(x2 —2cos0x+1) 


Já vimos que o polinômio x? — 2 cos 0x-+1 possui raízes reais se e somente 
se 0 =2n7, n E Z (que representa o caso trivial x = 1). Assim, a única raiz 
real de p(x) é A = 1, ou seja, À = 1 é o único autovalor real de A,(0). Nesse 
caso, um autovetor associado ao autovalor À = 1 é exatamente es = (0,0,1), 
que corresponde à direção determinada pelo eixo-z, em torno da qual ocorre a 
rotação. 


Exemplo 17.2. 


Uma rotação de 6 radianos em torno do eixo-y. 


Figura 17.3: Sentido positivo da rotação em torno do eixo-y. 
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Solução: 


O sentido positivo da rotação é indicado na Figura 17.3. Procedendo de 
forma análoga ao que foi feito no Exemplo 17.1, obtemos que a matriz que 
representa uma rotação de 6 radianos em torno do eixo-y é dada por: 


cos0 O -senô 
Ay(0) = (0) 1 0 
senO O cos60 


Observe que A,(0) é uma matriz ortogonal com determinante igual a 1. O 
polinômio característico de Ay(0) é dado por: 


p(x) = (x— 1)(xé — 2c0s 0x4 1), 


e, assim, a matriz A,(0) possui também um único autovalor real, À = 1. Nesse 
caso, um autovetor associado ao autovalor À = 1 é exatamente e, = (0,1,0), 
que corresponde à direção determinada pelo eixo-y, em torno da qual ocorre a 
rotação. 


Os Exemplos 17.1 e 17.2 tornam bastante previsível o que acontece com a 
rotação em torno do eixo-x. 


Exemplo 17.3. 


A matriz 
1 0 0 


Ax(0)= | O cos6 -—senô 
O sen | cos0 


determina uma rotação de 0 radianos em torno do eixo-x, sendo o sen- 
tido positivo da rotação dado pela Figura 17.4. 


Figura 17.4: Sentido positivo da rotação em torno do eixo-x. 
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Vemos que detA,(0) = 1 e que o único autovalor real de A,(0) é 
À = 1. Um autovetor associado ao autovalor À = 1 é e; = (1,0,0), que 
corresponde à direção determinada pelo eixo-x, em torno da qual ocorre 
a rotação. Observe que o bloco inferior da matriz Ax(0) é exatamente 
uma matriz de rotação no plano-yz. 


No próximo exemplo, trataremos brevemente das rotações que são 
realizadas em torno de um eixo passando pela origem de Rº. Vamos 
verificar que, ao escolher uma base ortonormal adequadamente, a matriz 
que define essa rotação tem a mesma forma das matrizes dos exemplos 
anteriores. Para isto, consideremos a seguinte definição: 


Definição 17.1 (Rotação no sentido positivo). 


Seja L uma reta no espaço passando pela origem O e gerada pelo 
vetor v. Seja 7 O plano pela origem perpendicular a L. Uma rotação 
em torno de L é dita no sentido positivo se, e somente se, um obser- 
vador com os pés em O e os olhos na extremidade final de v vê os 
pontos do plano x serem girados em torno da origem O no sentido 
anti-horário (já considerado como sentido positivo das rotações no 
plano). 


Figura 17.5: Sentido positivo da rotação em torno da reta L gerada pelo vetor v. 


Podemos descrever o sentido positivo da rotação em torno da reta 
orientada por v usando o produto vetorial. 
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Para isto, tomamos uma base ortonormal fu, u>,u3) do R? cons- 
truída da seguinte maneira: 


v E 
1. tomamos us = — com mesma direção e mesmo sentido de v; 


Iv 


2. escolhemos u4, u2 vetores ortonormais no plano 7; 


3. u; xus = us. 


Tendo estas três propriedades, usamos a regra da mão direita para 
determinar a direção e sentido de u; x us. 


Observamos que o sentido da rotação em torno da origem para fa- 
zermos u, coincidir com us é o mesmo sentido indicado na figura e 
chamado o sentido positivo da rotações. 


Figura 17.6: Sentido positivo da rotação em torno da reta L gerada pelo vetor v. 


O sistema de coordenadas Oxyz que trabalhamos foi construído u- 
sando a base ortonormal (i, j,k+ num ponto O, que foi identificado com 
a origem do sistema de coordenadas, onde k = ix io 


Assim, o eixo x é gerado por i = e1, 0 eixo y é gerado por j= ez eo 
eixo z é gerado por k = es. 


O sentido da rotação no plano xy em torno da origem é o sentido 
anti-horário, convencionado como o sentido positivo das rotações no 
plano. Essa situação é a motivação para a definição acima do caso geral. 
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Verifiquem como a regra da mão direita funciona nas rotações em 
torno dos eixos coordenados. 


No Exemplo 17.1 (rotação no sentido positivo em torno do eixo z): 


1. eixo z gerado (orientado) por k; 


2. plano perpendicular ao eixo z é o plano xy e uma base ortonormal 
do plano xy é fi, j!; 


> 


3. ixj=k 
No Exemplo 17.2 (rotação no sentido positivo em torno do eixo y): 


1. eixo y gerado (orientado) por j; 


2. plano perpendicular ao eixo y é o plano xz e uma base ortonormal 
do plano xz é (k, ih; 


No Exemplo 17.3 (rotação no sentido positivo em torno do eixo x): 


1. eixo x gerado (orientado) por i; 


2. plano perpendicular ao eixo x é o plano yz e uma base ortonormal 
do plano yz é fj,k!: 


e jxk= 


Exemplo 17.4. 


Vamos determinar a matriz A € Ms(R) que define a rotação de 6 
radianos em torno da reta L paralela ao vetor v = (1,1,1) e que passa 
pela origem. 


Solução: 


Como foi mencionado anteriormente, precisamos escolher uma base orto- 
normal adequada para que a matriz, nesta base, tenha a mesma forma que as 
matrizes dos exemplos anteriores. Por isso, é muito importante que você tenha 
compreendido bem como as matrizes desses exemplos foram construídas. Com 
isso em mente, procedemos à construção de uma base ortonormal conforme 
estudado na Aula 10. 


Denotaremos por v3 = (1,1,1) o vetor que determina a reta em torno da 
qual faremos a rotação de O radianos. O sentido positivo dessa rotação é dado 
pela Figura 17.7. 
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Figura 17.7: Sentido positivo da rotação em torno do vetor v3 = (1,1,1). 


A ideia, primeiramente, é construir uma base ortogonal de Rº contendo 
este vetor. Claramente, os outros dois vetores desta base, v; e v>, pertencem 
ao plano 7 que passa pela origem e cujo vetor normal é vs. Veja a Figura 17.8. 


Figura 17.8: O plano 7 com vetor normal vz e a base ortogonal fvi,v>,v3+. 


Do curso de Geometria Analítica, sabemos que o plano x é descrito pela 
equação 
x+y+z=0. 
O vetor v; pode ser qualquer vetor que pertença a esse plano, por exemplo, 
vi=(—1,—1,2). 


Consequentemente, o vetor v> = (x,y,7), além de pertencer ao plano 7, 
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deve ser ortogonal a vj. Assim, devemos ter 


( x+y+z=0 
(vi, V2) =0, 


ou, 
x+y+z=0 
—x—y+22=0. 


Escalonando o sistema linear acima, obtemos que suas soluções são da 


forma: 
Xx=—y 
z=0, yeR. 


Temos, então, que o vetor v> pode ser obtido tomando y = —1: 


v2 = (1,-1,0). 


Portanto, o conjunto (vi,V>,V3) é uma base ortogonal de Rº. Verificamos 
que v1 X v2 = 2v3. Logo, a base ortogonal (vi,v>,Vv3) está orientada positiva- 
mente, conforme mostra a Figura 17.8. Normalizando esta base, obtemos os 


vetores 
vi ( 1 Ls 2 ) 
WU — =| Ee TRE TR |» 
vi 6 6 v6 


V> ( 1 —1 o) 
= ER pa 
2 Ivo VOO 


us — 


va ( E ) 
V3 3 3 8) 
Como v4 x v2 = 2va, temos que u; x u> = us. Assim, B = (u,,u>,us! é 

uma base ortonormal de R3, orientada positivamente. Dado um vetor arbitrário 
X1 

ve Rº,seja [vg = | x> | suas componentes na base B. Denotando por Ap 
X3 

a matriz que representa essa rotação na base 3, devemos ter 


cos0 -—senôO O X1 
Aglvlp = | send  cos0 0 x» |, 
0 0 1 X3 


pois a rotação é realizada em torno do eixo determinado por us, isto é, 


Ag [u3]p — 0 , 
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equivalentemente, a rotação de us é O-u; +0-u> +1-u3 = us. 


É importante salientar a analogia com o Exemplo 17.1. Neste contexto, o 
vetor us faz o papel do vetor es = (0,0,1), que determina o eixo-z e o plano 
7, gerado pelos vetores u; e u2, faz o papel do plano-xy. Observe que Ag, 
quando O £0e 6 Z7, possui um único autovalor real, À = 1, com autovetor 
associado us, que corresponde à direção do eixo de rotação. 


Como a matriz de mudança de base, da base 8 para a base canônica, é 


po do dio qdo 
v6 v2 v3 
p= | = VE = Ni E eP-! = P, então dado 6 determinamos a matriz 
2 o L 
v6 v3 


A da rotação na base canônica fazendo o produto a seguir 


A=PApP! 
ei 5 o ES RE a 
v6 v2 8 cos0 -—sen6 O vê vê vb 
1 o sé 1 1 
= “o O VE senO  cos0 O e o 
Do als 0 0.1 o ao SÊ 
v6 v3 v3 v3 v3 


Na resolução dos exercícios sobre rotação (no sentido positivo) no 
espaço em torno de uma reta L gerada por v devemos construir uma 
base ortonormal 8 = fu, u>,us! do Rê tal que: 


1. u3= 7 


2. u; e us, estão no plano pela origem perpendicular à reta L; 


3. u; eu» têm que ser escolhidos de modo que u; x us = us. 


Exercício 17.1. 


1. Sejam Ay(01) e Ax(9>) duas matrizes de rotação em torno do eixo- 
x. Calcule o produto A,(01) - Ax(0>) e mostre que esse produto 
representa uma rotação de 6; + 05 radianos em torno do eixo-x. 
Conclua que o produto de matrizes de rotação em torno de um 
mesmo eixo comuta. 


2. Considere as rotações As(7/2) e A,(7/2) de m/2 radianos em 
torno dos eixos x e z, respectivamente. Calcule os produtos 
Ax(m/2)-A(m/2) eA,(m/2) -Ax(m/2) e conclua que rotações em 
torno de eixos diferentes não comutam. 
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Aula 18 | : 


REFLEXÕES NO ESPAÇO 


Ao final desta aula, você deverá ser capaz de: 


compreender o efeito das reflexões no espaço com res- 
peito aos planos cartesianos; 

verificar que estas reflexões são exemplos de matrizes 
ortogonais. 
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REFLEXÕES NO ESPAÇO 
Pré-requisitos 
Aulas 8, 9, 10, 12, Nesta aula, continuaremos nosso estudo de matrizes ortogonais de 
13e 14, ordem 3. Agora, estudaremos reflexões no espaço. No entanto, vamos 
nos limitar às reflexões com respeito aos planos cartesianos do Rº. 


Exemplo 18.1. 


A reflexão com respeito ao plano-xy (ou seja, o plano de equação 
cartesiana z = 0). 


V= (X,),2) 


y 


vE (x, y, 2) =(x,7,-2) 


Figura 18.1: Reflexão no plano xy. 


Solução: 
Seja v = (x,y,7) o vetor obtido quando refletimos o vetor v = (x,,Z) 


no plano-xy. Veja a Figura 18.1. Observe que os vetores v e v' pertencem à 
mesma reta e que 


X =X 
y=y 


Assim, usando a notação matricial, temos que 


X 1 0 0 x 
e SO do cb y 
Z 0 0 —1 Zz 
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Logo, a matriz 


10 0 
B=| 01 0 
0 0 —1 


é a matriz que representa a reflexão no plano-xy. Facilmente, obtemos algumas 
propriedades interessantes da matriz B. Por exemplo, 


1. B é uma matriz ortogonal. De fato, observe que suas colunas formam 
uma base ortonormal de Rº; 

2. det(B) = —1; 

3. O polinômio característico de B é dado por 


p(x) = (x— 1)H(x+1). 


Basta observar que 


det(xI3 — B) 
x—1 0 0 
O x—1 0 
0 0 x+1 
= (x-1D(x+1). 


p(x) 


4. A matriz B possui dois autovalores reais, 


hM = 1, com multiplicidade 2; e 
À» = —1, com multiplicidade 1. 


Vamos calcular os respectivos autoespaços, a saber, 


E(1)-=(weRº|Bw-wle E(-1)= (we Rº|Bw= —w). 


Para obter o autoespaço E (1), precisamos resolver o sistema linear ho- 
mogêneo 
(B-Dw=0, 


onde w = (x,y,Z) E Rº. Mas este sistema é equivalente ao sistema linear 


00 0 x 0 
00 0 y l=lo 
ug => z 0 


É fácil ver que a solução deste último sistema é dada por 


z=0ex,yeR, 
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o que nos dá exatamente o plano-xy, como era de se esperar. Temos, 
então, 
E(1) = ((x,,,0) ERÉ|x, ye RJ. 


Como uma escolha de base ortonormal desse autoespaço será impor- 
tante mais à frente, podemos escolher facilmente os vetores 


e = (1,0,0) e é = (0,1,0) 


para base de E (1). 

Por outro lado, para calcularmos efetivamente o autoespaço E (—1), as- 

sociado ao autovalor À» = —1, temos que resolver o sistema linear 
(B+Dw=o0, 


com w = (x,y,2) E Rê, que é equivalente ao sistema escalonado 


100 x 0 
010 y |=[0 |, 
000 z 0 


cuja solução geral é dada por 


x=0,y=-0ezeR. 


Obtemos, assim, que 
E(-1) = ((0,0,7) ER? ER), 


ouseja, E(—1) é representado pelo eixo-z e, como base desse autoespaço, 
podemos escolher o vetor ey = (0,0,1). 


Vale destacar que E (1) é o complemento ortogonal de E(—1), como já 
foi estudado no curso de Álgebra Linear 1. 


Exemplo 18.2. 


A reflexão com respeito ao plano-xz (ou seja, o plano de equação 
cartesiana y = 0). 


v= (X,-Y52) V= (ya) 
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Figura 18.2: Reflexão no plano xz. 


Solução: 


Seguindo a mesma estratégia do Exemplo 18.1, seja v' = (x',y',7') o vetor 
obtido quando refletimos o vetor v = (x,y,Z) no plano-xz. Veja a Figura 18.2. 
Portanto, 


Assim, usando a notação matricial, temos que 


x 1 0 0 x 
Por 20 = 0 pa E 
Z 0 01 Z 
e, portanto, 
Ih 0 0 
B=- O —-1 0 
0 01 


é a matriz que representa a reflexão no plano-xz, com respeito à base canônica. 


Como no Exemplo 18.1, temos que a matriz B é ortogonal com determi- 
nante igual a —1 e seu polinômio característico é dado por 


p(x) = det(xl — B) 
x—1 0 0 
= 0 x+1 0 


0 0 x—1 
= (x-D(x41). 
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Assim, seus dois autovalores são 
A = 1, com multiplicidade 2; e 


À» = —1, com multiplicidade 1. 


Sem dificuldades, como no Exemplo 18.1, concluímos que os autoespaços 
associados 


E(1)-(weRê|Bw-wle E(-1)= (we Rº|Bw= —w) 


são, respectivamente, o plano-xz e o eixo-y. É fácil ver que [e;,e3! é uma base 
ortonormal de E (1) e [e>) é uma base ortonormal de E(—1). 


Observe, novamente, que o subespaço E (1) é o complemento ortogonal do 
subespaço E (—1). 


Exemplo 18.3. 


A reflexão com respeito ao plano-yz (ou seja, o plano de equação 
cartesiana x = 0). 


v= (552) 


Eq 
+, 


Eq 


Eva (xa) À 


Eq 


X 


Figura 18.3: Reflexão com respeito ao plano-yz. 


Solução: 


Seguindo a mesma estratégia dos Exemplos 18.1 e 18.2, seja v' = (x,)',7') 
o vetor obtido quando refletimos o vetor v = (x,y,Z) no plano-yz. Veja a Figura 
18.3. Temos, então, 


Assim, usando a notação matricial, temos que 


0 0 x 
E da Ro 010 3 is 
A 001 Z 
e, portanto, 
—1 0 0 
B= 0 1 0 
001 


é a matriz que representa a reflexão no plano-yz, com respeito à base canônica. 


Observe que as matrizes dos Exemplos 18.1, 18.2 e 18.3, que definem 
as reflexões nos planos xy, xz e yz, respectivamente, são bem parecidas: sua 
diagonal principal é formada por 1 e —1 e deve-se destacar a posição do valor 
—1. 


Como nos Exemplos 18.1 e 18.2, temos que a matriz B é ortogonal com 
determinante igual a —1 e seu polinômio característico é dado por 


p(x) = det(xls— B) 
x+1.. 0 0 
— O. x=1 0 


Assim, seus dois autovalores são 


M = 1, com multiplicidade 2; e 
À» = —1, com multiplicidade 1. 


Sem dificuldades, como nos exemplos anteriores, concluímos que os auto- 
espaços associados 


E(1)=(weRº|Bw=-wle E(-1)=(weRº|Bw=-w) 


são, respectivamente, o plano-yz e o eixo-x. Assim, (e>, es | é uma base ortonor- 
mal de E(1) e (e;) é uma base ortonormal de E(—1). 


Nos exemplos anteriores, exibimos as matrizes que definem as re- 
flexões nos chamados planos coordenados, ou seja, nos planos xy, xz 
e yz, cujas equações são z = 0, y = 0 e x = 0, respectivamente. No 
próximo exemplo, veremos uma reflexão num plano diferente pela ori- 
gem. 
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Exemplo 18.4. 


A reflexão com respeito ao plano 7: 2x+3y—z=0. 


| 
I 
| 
| 
dp 


Figura 18.4: Reflexão com respeito ao plano 77. 


Solução: 


Pela Figura 18.4, o ponto P” é a imagem do ponto P sob a reflexão no 
plano 7x. Observamos que escolhendo adequadamente uma base ortonormal de 
IR, a matriz que representa essa reflexão é análoga à dos exemplos anteriores. 
Assim, com a experiência acumulada nos Exemplos 18.1, 18.2 e 18.3, vamos 
construir esta base ortonormal. 


Sabemos, do estudo de Geometria Analítica, que v3 = (2,3, 1) é um ve- 
tor normal ao plano x. Vamos construir uma base ortogonal de Rê contendo 
esse vetor vs. É claro que os outros dois vetores dessa base, v; e v>, devem 
pertencer ao plano x e devem ser ortogonais entre si. Assim, seja v; um vetor 
qualquer pertencente ao plano 7, por exemplo, v; = (—1,1,1). Agora, o vetor 
v>2 = (x,y,Z) deve pertencer ao plano 7 e deve ser ortogonal a vj. Assim, suas 
componentes, x, y e z, devem satisfazer 


( 2x+3y —-z=0 
(V1,42) 0, 


ou seja, 
2x+3y —-z=0 
—x+y+2=0. 


Escalonando esse sistema, vemos que a solução é 


X=-2Z 
E 

=—-Zz,2z€ER. 
* SE 


Podemos escolher z = 5 para obter v> = (4,—1,5). Assim, (vi,v>,V3) é 
uma base ortogonal de Rê. Normalizando essa base, obtemos os vetores 


vi ESA ali 2) E E | , 
u=>-— = | —=,—=,— | pertencente ao plano 7, 

Ino Lya va va) É ; 

V2 4 1.5 E : | a 
w=>— = [| ——=, —=, — | pertencente ao plano x, 
“Tl vo va vo) º E 

V3 2 e | 
us —=, >," | vetor normal ao plano 7. 


“vs Àvi4' vias vi4 


Portanto, 8 = (u;,u>,u3) é uma base ortonormal de Rº. Assim, a matriz 
A que representa na, base canônica, a reflexão no plano x deve satisfazer. Veja 
a Figura 18.5. 


Au, =u/=1-u,4+0-u>+0-us, pois u; pertence ao plano 7, 
Au =u =0-u/+4+1-u>+0-us, pois u> pertence ao plano 7, 


Aus = —us = 0-u,+0-u>+(—1) -us, pois uz é um vetor normal 
ao plano 7. 
u, 
Es Plano x 
I 
v Au,=-u, 


Figura 18.5: A base ortonormal 8 = (u,,u>,u3! e o plano 7. 


Logo, a matriz Ag, que representa a reflexão na base 8, é dada por 


E é O 
Ag =| 0 1 0 |, que é a mesma matriz do Exemplo 18.1. Observa- 
0 0 —1 
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mos que a posição do elemento —1 na diagonal principal de Ag depende da 
ordem dos elementos de 8 = (u,,u>,us). 


Exercício 18.1. 


1. Determine a matriz A da reflexão no plano 7:2x+3y-z=0, do 
Exemplo 18.4, com respeito à base canônica de Rº. 


2. Determine os autovalores e autoespaços associados à matriz obti- 
da no Exercício 1. 
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SOLUÇÕES DE EXERCÍCIOS SELECIONADOS 


AULA 1 


Exercício 1.1. 
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1. v= ( : ) tem autovalor À =0 eu= ( : ) tem autovalor 
1. 


v 
À 


2. Não é autovetor. 


E Sidi Ae Ds 


—1 
Ms, 
il —3 
5. Uma base para o autoespaço é am E 0 ; 
0 1 


AULA 2 


3, AP UT 64 A = Teb 
4. Use que 4º —- AI = (A-— AT)! e calcule o determinante. 


5. Use que 42 —- 21 = (A- AT)(A+AT) e calcule o determinante. 
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AULA 3 


. M=-—1:vi=(0,1), Ap ay AL): 
a M=-—1:vi=(1,-2), ds = Ss uvos (td): 


cade lim OO =2 tm (A) Ms 3 


v3=(—1,1,1). 


RR: M =— À» = [Yi = (1,1,0), Vo — (1,0,1), Ag 2 


V3= (=, Ei 1). 


b. AM = 1 tem multiplicidade algébrica e geométrica igual a 2 e 
A3 = 2 tem multiplicidade algébrica e geométrica igual a 1. 


7 db cv cd, A MU E je it vo=(1,0,-1): 


A2:=0, V3 — (1,—1,0) Ea, e sd À À 


AULA 4 


1. a. M=A=1:vi=(1,0) 


b. A = 1 apresenta multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade 
geométrica 1. 


:7:d = iv (61) 


b. A = 6 apresenta multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade 
geométrica 1. 


e: di M=1:v=(3,-1,3) A Ae Eve (LO) e 


va = (2,0,1). 

b. A = 1 apresenta multiplicidade algébrica 1 e multiplicidade 
geométrica 1; À» = 2 apresenta multiplicidade algébrica 2 e mul- 
tiplicidade geométrica 2. 


va Ae lsvr=(0,0,1) 


b. À = 1 apresenta multiplicidade algébrica 3 e multiplicidade 
geométrica 1. 


. det(xI— A) = det((xI — A)º) = det(xI' — Aº) = det(xI — Aº) 


TOTNAOW ES vanvy 


Pe 
E. 
emo 
Ss 
|| 
RO 
fa 
irmao 
S 
E 
E) 
um o) 
q ao) 
To! 

o áo 
em | 
Ez E 
m o) 
sa L "q 
Eq [oo II 
| Ps 
Som e 

ATT, Dq do 
O+4/N ONG OH O | q 

| 

O + SO e ai E SE Sis A 
“Dam +S | | | E 
NONO NONO NON II 
LO Lo Lol l | O 
< Fe do ss A o cp 
d [qo] -Õ [qo] -Õ [qo] -Õ O 
E) pa A fas! <t 


AULA 6 


Exercício 6.1. 


O 
SOS o CO ml qu 
| 

Do 
+ oO oO 

to sd 
| oa 
+ SO + oo 

| 
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3. Não é diagonalizável. 


AULA 8 


1. O operador T' não é diagonalizável, pois T só possui o autovalor 
À =2 e o autoespaço correspondente E(2) tem dimensão 1, uma 
base sendo formada por v; = (1,1). 


2. O operador T é diagonalizável, 


uma base de autovetores é formada por v, = (1,0,1), v> = (0,1,0) 
eva =(1,0,-1). 


3. O operador T é diagonalizável, 


uma base de autovetores é formada por v; = (1,0,0,0), 
v> = (0,1,0,0),vs = (0,0,0,1) e vs = (4,-5,4,0). 


4. Temos que O é autovalor de T se e somente se existe vetor não- 
nulo v E R” tal que T(v) = Ov = 0. Assim, o núcleo de T é 
não-nulo, isto é, N(T) £ (0+. Logo, T não é inversível. 
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AULA 9 


Exercício 9.1. 


AULA ES MÓDULO 1 


a —b O .4b 
LA=[5 á ou as S 
2. k=4/3 
3. Por exemplo, u, = u; u> = (1,0,0,0); us = (0,2,1,0) e 
us = (0,1, 2, —1). No entanto, existem muitas outras possibili- 
dades. 
4. Base ortonormal: 
à = (1/43, 1/43, 1/3); 
à» — (1/14, 2/v14, —-3/V14) e 
às — (5/42, —4/V42, —1/V42). 
1/3 0 4/32 
5. Porexemplo: P= | 2/3 1/2 -1/3V2 
2/3 —1/v2 —1/3/2 
AULA 10 


Exercício 10.1. 


do; 


a. Observe que as colunas de A e B formam bases ortonormais 


de R?. 
1 0 0 
b AB= | 0 O —1 |. Seu polinômio característico é 
O -1 0 
p(x) = (x— 1)(xº + 1); logo, seu único autovalor real é 
Al 
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AULA 11 


1. Considerando as matrizes 


ips ef MW DIO =a/ 270 
pote (ZE ZE) 


de= [nd ms de fel oie 
— 1 2 3 4 5 6 7 Rn To 1330 23.8 , 
temos que a imagem dos vértices da figura é dada pelas colunas 
da matriz 
2 2.  —V2 
a E Ea 
AD = 
7/2 2 2 
O a ad 2 va 2 op 


2 2 2 


2. AgÃp = Agrp = Apro = Ação: 
O ângulo resultante é 0 + q. 


AULA 12 


1. Pela observação final, temos que 


E = P.F-l.pt 


EE = Pr A 
= v13 v13 1 0 v13 13 
E 3 O = 3 2 
v13 v13 v13 v13 
pois, B = (vi,v2) é uma base ortonormal de RZ, onde 
o EA pede , Lo. N 
vi = (55) é um vetor unitário tangente à reta 


L:3x+2y=06,w= (+ = é um vetor unitário normal à 
retaL:3x+2y=0. 


2. Como no exercício anterior, escolhendo base ortonormal 
B = fvi,v>) de R?, onde v, — (+ 2) é um vetor unitário tan- 


5 v5 
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gente à reta L:2x+y=0 evo = (% =1 


normal âreta L:2x+y=0. 


) é um vetor unitário 


Assim, 


| 
| 
alo dade 
| 
Ea 


3. Representando os vértices pela matriz 


141 
D=bivvi=(1 1 o 


então suas imagens pela reflexão são dadas pela matriz 


141 ado Ed6 a 


3 
5 
5 


E Gu BT ls 


ás Z 
5 5 
3 1 
5 5 


5 
B 1 
AULA 13 
1. Temos a igualdade 
( cosp  senqy ) 
Bo = = 
senp —cosq 
cosyp —senq UR 
q = o -1 ) 204, 


onde Aç é a matriz rotação de q radianos e A é a matriz reflexão 
no eixo-x. 


AULA ES MÓDULO 1 
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AULA 14 


Exercício 14.1. 


1. Como B é matriz ortogonal, vale que B-! — B. Assim, 
(AB)! = pla! = Bia! = (AB), 
logo, AB é matriz ortogonal. 


2. Representando os vértices pela matriz 
D=| E 
= Víi V>2 V3 V4 V5 V6] — Ls Ss E 


Representamos por 


Alas) 


a matriz que faz a reflexão na reta y = —x e por 


L(v2p ap 
Ama (Voo vafo ) 


a matriz rotação de 7/4 radianos. Então 


(vp BP 
At ( Nato —Vafa) 


e 
e Eye 144331 
ARE or esbo  d oeD 
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AULA 17 


1. Usando as fórmulas de adição de arcos, temos que 


AULA ES MÓDULO 1 


10 0 1.0 0 
Ax(01) -Ax(0))= | O cosd —senO; O cos0, -—senô6, 
O sen6, cos0 O sen cos6 
1 0) 0 


— | O cos6;cos0, —sen6;senO, —cos6;sen6, — cos O, sen 0; 
O cosO;sen6,-+cosO,send,  cos6,cos0; — send, sen O 
1 0 0 

O cos(0,4+0,) —sen(0, +6,) 


O sen(0,+0>) cos(0,+6,) 
= Ax(01 + 05) 


Consequentemente, 


Ax(01) -Av(60) = Aw(04 + 05) = Ax(0» + 01) = Ax(05) “Ay 01). 


2. Temos que 


10 0 O —-1 0 
Ada 0U0 do pio cAdmD= | d 0 0 
01 0 0 01 
Logo, 
10 0 O —-1 0 
Ax(m/2) -As(m/2) = 00 —1 1 O 0 |= 
01 0 0 01 
0 —1 0 
— 0 0 —1 
1 0 0 
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O =1.0 O: cg 
An/2) Adn/2) = [1 00 B; 00 =1 
O 01 fe SO 
001 
= 1100). 
010 
Assim, 
Axm/2) -Adm/2) E Asm/2) -Am/2) 
e, portanto, as matrizes não comutam. 
AULA 18 
1. Dada 
-1/V3 4/42 2/v14 
P=| 1/3 -1/v42 3/v14 |, 
1/3 5/42 —1/v14 
temos 
3/7 —6/7 2/7 
B=PAP!=PAP' =| -6/7 -2/7 3/7 
2/7 3/7 6/7 


2. Autovalores: 1,1 e —1; 


Autoespaço E (1): subespaço gerado por 
(= 1 1 ) ( 4 —-1. 5 ) 
WU =|—=, CET | CU =|——=, ETR | 
RN RE v42 42 42 
Autoespaço E(—1): subespaço gerado por 
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